AKUSTICKE JEVY V KONTINUICH

Petr Hora

30. kvétna 2001



Tento text obsahuje sylabus predndsek z predmétu Akustické jevy v kontinuich (AJK),

ktery se prednési na Fakulté aplikovanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni.

Kapitoly 1, 2, 3 a 4 jsou pfevzaty z vynikajici vysokoskolské ucebnice prof. Merhauta
(Merhaut, J.: Teoretické zdklady elektroakustiky. Academia, Praha 1985). Pata kapitola
je pfevzata z knizky ing. Cizka (Cl’iek, V.: Diskrétni Fourierova transformace. SNTL,
Praha 1981). Posledni, Sestd, kapitola vychdzi z prirucky pro hudebniky Ivo Janouska
(Janousek, I.: ABC akustiky pro hudebni praxi. Supraphon, Praha 1979).



Ukazové komitdni é. éerent

Zvuk rozsiruje se vukol ddle a to sdélovanim cerend jedné édstice ¢dstici druhé. DéEj tento
stdvd se hbitosti velikou, nebot se pozorovalo, Ze zvuk ve vzduchu obycejné tichosti za
1 vterinu 1050 strevicu cesty vykond. V této hbitosti predci jej ale svétlo, odbyvajic za
1 vterinu cestu 4000 mil. Vystreli-li se z pusky, ohen a kour vidime hned a pozdéji teprv

vybuchnuti slysime. Tak jest i pri blesku a hromu.

Pamdtno jest, Ze se zvuk mnohem hbitéj skrze hustd télesa rozsiruje nezli skrze ridkd.
Malé hodinky neslysis cvakati ze vzdali jistého, to se ale stane, strcis-li k hodinkdm Zelezny
dlouhy prut a vezmes-li prut na druhém konci mezi zuby. Kdo k zemi ucho priloZi, na
mnoho mil uslysi, Ze se nékde z dél strili, Ze vojsko konmo tdihne. Ano i voda lépe zvuk
sdéluje, nebot ryby zvonénim se daji svolati k pastvé. Na visindch hornich, kde vzduch jest
ridky, hlas lidsky 1 strelni mdlo se slysi, ano ve vzduchoprdzdném zvonu vyvévadla neslysi

se pohybovany zvonek.
Karel Slavoj Amerling alias Strnad Klatovsky,
Orbis Pictus (1852)



Kapitola 1

ZVUKOVE VLNY V PLYNNEM
PROSTREDI

1.1 Vlastnosti zvukovych vin

Zvukova vlna - podélné vinéni plynného nebo kapalného hmotného prostiedi v oboru

slySitelnych frekvenci.
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Barometricky tlak

— skalar

Rychlost sifeni zvuku

— skalar

— neni zavisld na intenzité viny

Zvukova pole

— rovinné zvukové pole
— vélcové (cylindrické) zvukové pole

— kulové (sférické) zvukové pole

zvukové pole vyssiho fadu

zvukové pole difuzni

Akusticky tlak

— stfidava veli¢ina
— skalar

— souvisi s intenzitou zvuku

Akusticka rychlost

— stridava velicina
— vektor

— souvisi s intenzitou zvuku



1.2 Odvozeni obecné vlnové rovnice v pravoiuhlych

souradnicich

Akusticka rychlost

V= Vgt + vy J + vk,

Zakladni vztahy, které popisuji akustické pole v plynném prostiedi, jsou:
— rovnice kontinuity,
— Newtonuv druhy pohybovy zakon,

— stavova rovnice plynu.

Komprese a expanze probihaji adiabaticky.



1.2.1 Rovnice kontinuity

Q* vy’
1 v
e
oV Q* V: =)
QYy

Prirtstek hmotnosti od x-ové slozky rychlosti

(pv, — p*vr) Ay Az dt

Alglgo (pv, — p*v}) dt = — o dx dt
_00ve) g dz
ox
Prirustek hmotnosti od ostatnich slozek rychlosti
0
L0 4 e dz
Ay



0 (PUZ)
0z

dz dx dy dt

Celkovy prirtustek hmotnosti se projevi zvétsenim hustoty

Opvs) | O(pvy) | Opvs) | _ Op

ox y 0z
div(pv) = —%%
div v= —%%

Rovnice kontinuity:

avx+%+avz —_l@
ox oy 0z  p ot

Zavedeni rychlostniho potencidlu

grad ¢ =v
o0 _ 0w oo
or U ay M 9 ¢
10p

div (grad @) = —=2F
v (gra ) ol

Pe 0’ 9*® 10p

Ox? * 0y? * 022 pot



10p
p Ot



1.2.2 Aplikace druhého Newtonova zakona

Sila pusobici na krychli ve sméru osy x

(po +p) Ay Az — (po +p*) Ay Az = (p—p*) Ay Az

. «~ _ Op
Am, = p7) = =5, d
—@ dx dy dz

ox

Tato sila musi byt rovna hmotnosti elementu nasobeného zrychlenim ve sméru z, tedy

—gf: dx dy dz = a;:pda: dy dz

o _ o,
or ot

_Op _ Ovy

oy ot

o _ o

0= ot

Zavedeni rychlostniho potencialu

o 0w
ox ~ Pox ot

o o
oy "oy ot



Integraci dostaneme

Casovou derivaci dostaneme

Op 0*®

o0z Pozon

__ oo
op ¢
ot~ Poe
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1.2.3 Aplikace Poissonova zakona

Poissonuv zakon
(po +p) V" = konst.
nebo
pV = konst.
Ize psat
(po +p) p" = konst.

Derivaci podle casu dostaneme

_.10p
—_ — K 1— =
5" k(po+p) p iy 0

Akusticky tlak ve druhém ¢lenu lze zanedbat

9p _ Ko Op
ot p Ot
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1.2.4 VlInova rovnice pro zvukové vlny v plynech
Z rovnice (1.2) a (1.3) vylou¢ime dp /0t

Kpo Op 0?P
oo o (1.4)

Z rovnice (1.1) a (1.4) plyne vlnova rovnice:

2
Ap_ P 0P
Kkpo Ot?

Ry
3ot

0?9’ 9’d  10°®

Ox? * dy? * 022 2 0P

Pro harmonicky proménny rozruch ® = Welwt

0?®

W = —wz\I/ej“’t = —w2<I>

AU + k20 =0

Vlnové éislo: k = w/cy
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1.2.5 Rychlost zvuku v plynech

— priblizné vztahy

%z“’fjo(HvT)]

co = (331.8 + 0.617)

Rychlost zvuku v rtiznych plynech:

Plyn Rychlost zvuku [m/s] | Hustota [kg/m?|
Vodik 1270 0.09
Kyslik 317 1.43
Dusik 336 1.25
Chlor 205 3.17
Methan 432 0.72
Oxid uhelnaty 337 1.25
Oxid uhlicity 258 1.98
Vzduch 344 1.20

Priklady vlnovych délek:

f=[50 100 500 1000 5000 10000 15000];
|.vz=344./f;

I_vo=1270./f;

sprintf(’Frekvence[Hz] Vzduch[m] Vodik[m]’)
sprintf(’%8d %8.4f %8.4f\n’,[f;]_vz;l_vo])
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1.3 ReSeni vlnové rovnice pro rovinnou vinu
Predpoklady:

1. sifeni ve sméru osy = (odpadnou ¢leny obsahujici y a z)

2. harmonicky rozruch

f;j + K2 =

Predpokladané reseni

U =A™
Charakteristickd rovnice

A+ k=0
Resen{

U = (Al eIk 4 A, ejkx>

Protoze

d =y
dostaneme

o — Al ej(wt—kx) +A2 ej(wt—i-ka:)

Z rychlostniho potencidlu Ize stanovit jak akustickou rychlost, tak akusticky tlak:
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VInovy odpor prosttedi:

vy = — = —jkA; Wk

oz

p=—jwpAs 1)

Obé veliciny jsou ve fazi.

p
— =cop =2
v

Teplota | Tlak vzduchu [kPal

°C] | 98 | 100 | 102 | 104

0 409 | 417 | 426 | 433

5 405 | 413 | 423 | 430

10 401 | 410 | 420 | 426

15 398 | 406 | 416 | 422

18 396 | 404 | 413 | 421

20 394 | 402 | 410 | 419

22 393 | 401 | 409 | 417

25 391 | 399 | 408 | 414

30 389 | 396 | 404 | 411
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1.4 Reseni vlnové rovnice s okrajovymi podminkami

(Vlastni kmity dutého kvadru)

Vlnova rovnice pro harmonicky rozruch

0Pv 9% 9?0
U =
0x? + 0y? + 022 + 0

Predpokladané feseni
=0, (x) Uy (y) V. (2)

Dosazenim do vlnové rovnice dostaneme

0,
ox?

92, 02, ,

v,0, +

Separace proménnych

1 0°0, 10%, 1 0°0,

—— — =0
W, 0x2 + v, O0y? + U, 022 +

Rovnice musi byt splnéna identicky pro vsechna z, y i z. To je mozné, jestlize plati

1 0%V, .
U, 022 T
10,
U, 0y y
1 00, Y
U, 022 e

kde v jsou konstanty (realné nebo komplexni), pro které plati
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Yoty t:+HE =0
Tedy

2
0°V,, 2y, -
0x?

Tato rovnice ma reseni

v, = \Dxle’sz + \Ijaﬂei’yzx

Amplitudy ur¢ime z okrajovych podminek. Obecné musime predpokladat, ze jsou kom-

plexni.

Predpokladame, ze stény dutiny jsou dokonale tuhé a nepohlcuji zvuk. To znaci, ze jejich
specifickd impedance je nekonecna, a tedy ze normalni slozky akustické rychlosti na sténach

jsou nulové.

_8_@_0\1@,
 Ox Oz

jwt
v, v.e

Uy

Tato slozka musi byt na sténach rovna nule

40, { z=0
= 0 pro
-

dx

Podobné pro dalsi stény

dv =0
—Y =0 pro 4

dz

dv, =0
=0 pro { -
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Po dosazeni za ¥, dostaneme

ov,,
ox

= fquj:plevzx + fV:Jc\Ij:ﬂ@i'yzx

Po aplikaci okrajové podminky pro x =0

\Ilml - \II:):2 =0
v,
\lel = \Ijx2 = 20

Po aplikaci okrajové podminky pro x = a

U7 — W pe " = ()

\Iij
2

(e%“ — e‘””“) = U,osinhvy,a =0
Po zavedeni vy

sinh a;a cos B,a + j cosh a,a sin G.a =0
Tato rovnice muze byt splnéna, jen je-li

aza =10

sin B,a = 0
a to je jen tehdy, kdyz

Bea =mnym, kde n; =0,1,2,3,...
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Z toho

nym
Qy = 07 ﬁa: = —=
a
takze
nim
Yo =J——
a
v, , . nmw
v, = -2 (ejﬁzw + e—Jﬂzx) — U,pco8
2 a
Podobné
NaT
v, =W, cos Ty
.NoT
W=
a
n3m
U, =W, cos Ry
c
.nam
V=]
c

Konecné, uplny vyraz pro rychlostni potencial

oo o0

P = Z Z Z \IfocosniTﬂx cosmTﬂy cos

n1=0n2=0n3=0

<W>2+ <W>2+ (W)2 e
a b c

nsm :
LI ejwt

C



Protoze k = w/cy, dostavdme pro frekvence vlastnich kmitu ruznych médu uvazovaného

prostoru vztah

Napf.

wioopron; =1, ny=0, n3=0

CoTv
W1,00 = 7@

Uy

woi0PpPron; =0, ng=1, n3=0

CoTv

Wo,1,0 = b
1 1
W1,1,0 = CoT ? + b_2
32 1

Ws3,0,1 = CoT ? + g
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1.5 Vlnova rovnice pro zvuk v cylindrickych souradnicich

1.5.1 Rovnice kontinuity

Do elementu ve sméru radialnim vtéka za jednotku casu v ploSe rdyp dz rychlosti v,
mnozstvi hmoty pv, rdy dz. Na vnéjsi strané v radiadlnim sméru odtéka soumezna hod-
nota. Rozdil predstavuje prirustek hmotnosti v elementu za jednotku ¢asu od radidlni

slozky rychlosti a je

_9(purr) dr dp dz
or
Od obvodové slozky rychlosti
_M do dr dz
g
Od axiélni slozky rychlosti
—8 (pv-) dz r dy dr
0z

Soucet vSech tii prirustka hmotnosti v elementu za jednotku ¢asu zpusobi zménu hustoty
Op/0t v objemu rdp dr dz

O (pvr) dr dp dz 9 (pv,) do dr dz — 9 (pv2) dz v do dr = 9p rdo dr dz
or Op 0z ot
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Pro malé zmény p

19 (v,r) N 10v, Ov,  10p

r o or ;&0 0z  pot

Zavedeni rychlostniho potencialu
grad ® =v

ktery je v cylindrickych soutfadnicich definovan

IR S
Ur = or’ %_rago’ Ve = 0z’

dostaneme

P® 100 10°®  0°® 19p

a2 T rar TRoE T2 Lot

Vztahy odvozené z druhého Newtonova zdkona a z Poissonova zakona pro adiabatickou

kompresi plynu plati invariantné, tedy

a2<1>+ 1(9<I>+ 1 32<I)+a2<13 B 1 0%®
or2 ror  r20¢* 022 o2

Predpoklad harmonického rozruchu
=
¢imz dostaneme
O?U  19¢  10*°W 9%V

— 4 = b 4T =
3r2+r0r+r2&p2+822+ 0
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1.6 Cylindricka zvukova vlna

Budeme se zabyvat pouze jednoduchou rotacné symetrickou vinou, u které

0P
:7:0
v, 9
0d
Z:—:O
v 0z

Za téchto predpokladu se vlnova rovnice pro harmonickou vinu zjednodusi na tvar

P 10¥

2\ —
o2 e TRY=0

To je Besselova diferencialni rovnice nultého fadu.

Jejim feSenim je linearni kombinace Besselovych funkci rtzného druhu, nultého fadu.
Protoze cylindricka vlna je obecné dana komplexnim vyrazem, vyhovi zde jako iplné feseni
Hankelovy funkce prvniho a druhého druhu, definované vyrazy (Besselova a Neumannova

funkce)

H{Y () = J, () + jN, (2),
HP) (z) = J, (x) = jN, ()

Resen{ vlnové rovnice lze tudiz psat
U = A4 HY (kr) + A HP (kr)

Je znamé, ze pro hodnoty argumentu vétsi nez jedna lze s dostatecnou presnosti pro prak-

tickou aplikaci nahradit Hankelovy funkce nultého fadu vyrazy

2 .
H(1»2) _ |2 Ei(kr—m/4)
0 ke ©

(Pro kr > 1 je chyba < 3 %, pro kr > 2 je chyba < 1 %. Ukdzat v MATLABu.) Protoze
pak

23



=0

lze psat teseni pro kr >> 1 jako

b = Al i ej(Wt—l—kr—ﬂ'/ll) +A2 i 6j(wt—kr+7r/4)
wkr \ whkr

Z této rovnice je ziejmé, ze prvni ¢len na pravé strané vyjadiuje vlnu konvergentni a
druhy clen pak vlnu divergentni. Obvykle nas zajimé pravé jen vlna divergentni, a proto

predpokladame A; = 0, tj.

kde

C = \/2 Ay &7/
s

Nyni ji muzeme stanovit akusticky tlak a akustickou rychlost v poli cylindrické viny. (V

dostatecné velké vzdalenosti, aby kr >> 1.)

0P . C j(wt—kr) _ plim ej(wt—kr)

=—p = —Jwp—F—2¢

kde p1,,, je amplituda akustického tlaku v jednotkové vzdalenosti.

Pro akustickou rychlost dostaneme

0o 1 c .
_ 7 _ (= . j(wt—kr)
! or (2r * Jk) c

coz lze psat

J2kr | \/r cop

24
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Z téchto rovnic vyplyva pro fazovy posun ¢ mezi akustickym tlakem a rychlosti u cylin-

drické viny
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1.7 ReSeni vlnové rovnice v cylindrické soustavé s

okrajovymi podminkami

1.7.1 Vlastni kmity v dutém valci

V elektroakustice se casto vyskytuji dutiny tvaru valce. Dale je feSena vIlnova rovnice s

vylou¢enym ¢asem (pro harmonicky rozruch) pro vnitfek tuhého vélce.

—__

Pro uvedeny pripad plati tyto mezni podminky:

v,=0 pro z=0, z=1

v, =0 pro r=R

Predpokladejme feseni vinové rovnice ve tvaru

w = ¢7‘ (’l“) %; (‘;0) % (2)

Dosadime-li tento vyraz do vlnové rovnice v cylindrické soustavé, dostaneme po tprave

vztah

U (@, 1dg,\ 11, 1 d%
(e tave) 2 2 LR
wr<dr2 T dr>+%r2 i Tu.d2 T

Prvni tfi ¢leny nezavisi na z, tedy lze psat
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1 d*y,

Tato rovnice ma pro znaménko plus reseni

U, = Ay e 4 Ay e
a pro znaménko minus

W, = Ay €M7 4 Ay e M

Z okrajové podminky pro z = 0 plyne, ze

di,
CZ =0 pro z=0
Po dosazeni dostaneme
C
h=th=7

kde C} je nova konstanta.

V tomto ptipadé lze feSeni psat jako

1, = Cicoshkyz

resp.

Y, = Cycoskyz

Po derivaci dostaneme

di,
dz

= —(Csinh k2

27



resp.

dip, )
v = —C;sink;z
dz
Z okrajové podminky pro z = [ plyne, ze
sin k‘ll =0

coz je tehdy, kdyz

]ﬁ:# pro m=1,2 3, ...

Z uvedeného je patrno, Ze m4 vyznam jen —k?. Dosad me nyni —k? za ¢tvrty ¢len do vlnové

rovnice a zaved me novou konstantu 3 tak, ze
2 2 2
f7 =k — k1

Tedy

m2m?

k* =37+ 7

Dojdeme tak k rovnici

L £,
Yy dip?

— +r + 6% =0
Ur

L ([ Ld, | dy,
" dr? dr

Protoze tato rovnice musi byt splnéna pro kazdé ¢, musi byt jeji predposledni ¢len roven

konstanté, takze

1 2
1d w; = +n?
Yy dep

Opét bychom se presvédcili, ze vyznam mé pouze znaménko minus a rovnice ma feSeni
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, = Cycosng pro n=0,1,2 3, ...

Kdyz dosadime —n? za tieti clen do vlnové rovnice, dostaneme vztah

>,
d(Br)?

dy,
d(pr)

(Br)’ +(0r) s+ [(Br) = n? |, = 0

To je Besselova rovnice, které vyhovuje feSeni

Wy = CyJn (Br) + CaN, (Br)

Protoze Neumannova funkce méa pro nulovy argument hodnotu rostouci nade vSechny meze

(avsak rychlostni potencidl je v ose valce koneény), musi byt nutné

Cy=0
Okrajova podminka pro r = R vede na
dib,
dr 0
Tedy
J, (Br) =0

Z teorie cylindrickych funkci je znamo, ze

n

T (Br) = o

Jn (B7) = g1 (B7)

Pro n =0 je tedy

Jo (BR) = —J; (BR)
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Takze okrajovou podminku lze psat jako

Jl (ﬁ?”) =0

Nyni jiz muzeme urcit vlastni frekvence dutiny

Wi\ 2 m2r2

Co [2

Nejdilezitéjsi jsou radialni médy pro m = 0 a n = 0, tedy w; 9. Pro né dostaneme

R = 3.8317
ByR = 7.0156

B3R = 10.1735
B.R = 13.3237
BsR = 16.4706
BeR = 19.6159

Pro m = 0 plati

Co
takze
Wi 0,0 = cofi
Napr.
f - 0051 o 38317@
WO or = 2r R
7.0156 Co

f2,0,0 = or R
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1.7.2 Duty valec, jehoz zakladna kmita

Resen{ vlnové rovnice s okrajovymi podminkami pro pifpad dutého vélce s tuhymi sténami,
jehoz zékladna harmonicky konfdzné kmita (jako pist).

Budeme uvazovat pouze rotacné symetrické vlnéni, tj. pfedpoklddame, ze

v, =0

a tedy téz

oY
35 =

VInova rovnice se pro tento piipad zjednodusi na

o 100 P

a2 T rar 92

Jeji feseni budeme predpokladat ve tvaru
¢ = ¢r (T) % (Z)

Okrajové podminky:

- harmonicky kmitajici zakladna v 2z =0

jwt
Vz |z2=0 = Um = Umo e’

Protoze
ov oY ot
v, =—=—¢
0z 0z
lze psat, ze
dy,
=Upo pro z=20

dz
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- druhy konec valce ma v, = 0, coz vede na

d
f; =0 pro z=1
- dokonale tuhé stény valce
di,
4 =0 pro r=R
dr

Dosadime-li predpokladané feseni do vinové rovnice, dostaneme po separaci proménnych

1d%, 11dy, 1 d%,
1y, 11db  1d9 +k2=0

U, dr?2  ber dr 1), dz?
Tato rovnice musi byt opét splnéna pro kazdé r i z. Proto musi byt predposledni ¢len roven

konstanté. Z toho plyne rovnost

d*p.

d22 + k%wz =0

kde k; je konstanta (realnd, kladnd). Resenf této rovnice zni

e . P

kde A » jsou konstanty, které ur¢ime z okrajovych podminek na podstavach dutého valce.

Derivaci vyrazu dostaneme

dy,
dz

= kAL 7 — ik Ay €M
Po dosazeni okrajové podminky pro z = 0 dostaneme

U
A — Ay ="
Tk

Po dosazeni okrajové podminky pro z = [ dostaneme
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Al ejkll — AQ e_jkll =0

Z téchto rovnic lze stanovit konstanty A ,. Dostali bychom, Ze

pEikil

.Umo
Ao = . .
12 =7 ky eikil — g=ikil

Tedy
Vg €9F1=2) 4 emiki(=2)
V==1J k1 eikil — p—jkil
To lze kone¢né upravit na
b, = Umo cos ky (I — 2)

k’l sin ]{le

Nyn{ stanovime .. Do vIinové rovnice dosadime za piedposledni ¢len konstantu —k?,

dostavame

1dx, 1 1dy,
1, 1 1dy

- k2 . ]{32 —

o2 T dr =0

Kdyz pak zavedeme
Rk =
lze vlnovou rovnici upravit na tvar
d*y dip
2 I z 2
r + pr 4+ (Br)" Y. =0

To je Besselova rovnice nultého fadu, jejiz feSeni muzeme psat

Y, = Jo (Br) + C Ny (Br)
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Konstanta C' je nutné rovna nule, nebot pro r = 0 roste Neumannova funkce nade viechny

meze a 1, je zde konecné.

Nyni pouzijeme okrajovou podminku pro r = R. Z ni vyplyvé, ze

Jo (BR) =0
Protoze J| (x) = —.J1 (x) lze tuto rovnici déle psét
J1(PR) =0

Tato rovnice je splnéna pro fadu hodnot ;. Smysl vSak maji jen 3;, pro které plati, ze
ﬂi <k

Uplné feSeni vlnové rovnice pro rychlostni potencial je

> U cos ky; (I — 2)
Z ? sin k! Jo (Bir)

kde kq; a [3; jsou svazany podminkou

kli:\/kZ—ﬁiz pro [G; >k

Jednotlivé jejich hodnoty davaji rozlozeni ® pro rizné mozné druhy vInéni uvniti valce.
Je-li R malé oproti vlnové délce, pak k; = k. V tomto pfipadé je Jo (Or) = 1 a FeSeni

vlnové rovnice prejde na tvar

o — Um cosk (I — 2)
~ k sinkl
Z rychlostniho potencialu muzeme urcit akustickou rychlost

02 sink(l—2)
0z —Um sin kl

Vy =

a akusticky tlak
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o 87@__,6 . cosk (I — z)
=gy = T ik

Pro akustickou impedanci v misté z = 0 bychom dostali vyraz

p .Cop
7, = — i ot ki
0.5y s ©

To je akustickd impedance na vstupu tenké pistaly. Pro velmi malé frekvence lze kotangens

nahradit prevracenou hodnotou argumentu, takze lze pséat

2
o .cp  cip
Z(L = —-]— = —
TSk~ jwSi

to je shodné s vyrazem pro akustickou poddajnost objemu dutiny valce, ktera je rovna

g 1 mpo _ ctp
Y jwe, gwVo jwV
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1.8 Odvozeni vlnové rovnice ve sférickych souradnicich
Pti odvozovani vlnové rovnice vyjdeme od elementu vymezeného dvéma blizkymi kulovymi

plochami s poloméry r a (r + Ar). Do tohoto elementu vtece za jednotku ¢asu vnitini

plochou radidlni rychlosti v hmotnost
47r? pu

Soucasné vnéjsi plochou odtece hmotnost

*2 ok k

ATr v p
Z rozdilu dostaneme pro prirustek hmotnosti v elementu za jednotku casu
4T (pw2 — p*v*r*2>

Tento prirustek lze vyjadrit jako

9 (por?)

or ar

—4r

Limita tohoto vyrazu pro Ar blizici se nule a pro malé zmény p

0 2 9 (vr?
lim —47TMA’I“ = —A4mp (vr )dr
or or
Tento piirtstek zptsobi zvétseni hustoty v elementu objemu dV = 4rr2dr. To vede na
rovnici
dp

d (vr?) N
=—1
5 dr BT Tredr

—4mp

kterou lze upravit na

d(vr?)  r*dp

or  pot




Do této rovnice muzeme zavést za rychlost v vyraz v = 0®/0r (z definice rychlostniho

potencidlu). Tak dojdeme k rovnici

_ 9 (0% 5\ _r0p
or \ or - p ot

Kdyz provedeme derivaci na levé strané, vyjde

— 82_(1) _|_28_CI) —E%
oz or )]  pot

Vyraz na levé strané je roven —d? (®r) /Or?; o tom se muzeme presvédcit:

or2  Or TEjL o T

0% (®r) 0 0P & 0%d 87<I>
or? or

Proto muzeme rovnici upravit na tvar

O (®r) _r0p
orz  pot

Nyni muzeme dosadit za dp/dt vyraz vypocteny pii odvozovani obecné vlnové rovnice v

kartézskych soufadnicich, nebot plati obecné, bez ohledu na volbu prostorovych soufadnic.

o _ _p- 00
ot Kpy Ot2
Po jeho dosazeni dostaneme
02 (or) p 0*®
= —r—————-
or? Kkpo Ot?

Po zavedeni rychlosti ¢y a prevedeni r do parcialni derivace dostaneme

, 02 (Pr) B 02 (or)
“ orz o2

Toto je hledand vlnova rovnice pro kulovou vlnu ve sférickych soutadnicich, pro zdroj

umistény v pocatku.
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1.8.1 Kulova zvukova vlna

Pro ptipad harmonické viny, kdy lze predpokladat, ze

O =)
muzeme vlnovou rovnici psat ve tvaru
d* (¢r) 2
o2 + k5 (¢r)=0
kde opét
k="
Co

1.8.2 Reseni vlnové rovnice pro kulovou zvukovou vinu

Resen{ pro vlnovou rovnici pii harmonickém rozruchu je
Yr = Ay eIk 4 A, eIFT
a z toho
Or = A @R 4 A, eI (WiERT)

kde A; 2 jsou konstanty, které maji vyznam amplitud, a to A; vlny postupujici v kladném
a Ay v zaporném sméru r. Obvykle predpokladame, ze se vlna sifi od zdroje, ktery je v
pocatku, tedy ve sméru kladného r. Proto polozime A; =0 a A; = A; takze

A

d = ej(wt—kr)
r

Z tohoto vyrazu muzeme vypocist akustickou rychlost a akusticky tlak u kulové zvukové

viny.
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Pro akusticky tlak plati

p= _pa_(p — _jwpé ej(wtfkr) _ Zﬂ ej(wtfkr)
kde p1,, je vrcholova hodnota akustického tlaku v jednotkové vzdalenosti.

Akusticka rychlost je ddna vyrazem

coz lze té psat

S U R RO
rCop Jkr

Rozbor téchto rovnic ukazuje, ze pro kazdé r, tedy v kazdém misté pole, jsou akusticka
rychlost i tlak periodicky proménné v rytmu frekvence f. Rychlost a tlak vSak zde nej-
sou jako u postupné rovinné vlny ve fazi, ponévadz faktor v rovnici pro rychlost je kom-
plexni, zatimco v rovnici pro tlak je ryze imaginarni. Mezi akustickym tlakem a akustickou

rychlosti je u kulové viny fazové posunuti, jehoz 1hel je dan vzorcem

tanp = i _—
k wr
Tento vyraz muzeme upravit na tvar
‘ A
anp = —
v 27r

Z tohoto vzorce je vidét, ze pro r = 0, tedy v tésné blizkosti bodového zvukového zdroje,

je thel posunuti p = 7w /2.

Naopak pro velmi velkd 7 je posun velmi maly, nebot dostaneme lim,_,, tan o = 0, a tedy
i ¢ = 0. To souhlasi s tim, co jsme odvodili u rovinné zvukové vlny. Rovinnou zvukovou

vlnu muzeme totiz povazovat za ¢ast kulové vlny s nekonecnym polomérem.

Pomeér p ku v neni jako u postupné zvukové viny staly, nybrz je zavisly na frekvenci a

poloméru vlny, resp. Na vlnové délce a poloméru, podle vyrazi

39



Tento vyraz ma limitu

To opét souhlasi s tim, co jsme odvodili pro rovinnou vinu.

Rovnice odvozené pro kulovou vlnu, zejména rovnice pro rychlostni potencidl, jsou dulezité
pro dalsi ivahy, nebot podle Huygensova principu muzeme u kazdé viny povazovat kterykoliv

bod na vlnoplose za zdroj kulové viny. Proto na zdkladé téchto rovnic muzeme fesit mnoho

vvvvvv

zejména ta okolnost, ze ® je skalar a lze jej v kazdém bodé algebraicky scitat.
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1.9 Ohyb zvukovych vin okolo prekazky

Pevna prekazka, ktera je jinak v homogennim rovinném zvukovém poli, zpusobi vpredu,
tj. na strané, ze které vlna postupuje, zvyseni akustického tlaku, na opacné strané jeho
snizeni (akusticky stin), a to pfiblizné tehdy, kdyz vinova délka je fddové mensi nez prumeér
prekazky. Je-li A vétsi, nastane ohyb vin a pole neni prekazkou prakticky ovlivnéno.

Pocetné je mozno stanovit vliv prekazky na zvukové pole u nejjednodussich tvaru, napf.
u koule a vélce. Na obrazcich je znazornéno, jak ovlivni akusticky tlak rovinné viny koule,

valec a krychle. Je v nich vynesen v dB pomeér akustického tlaku p; na povrchu télesa ze

strany dopadu vin ku tlaku py, ktery by v témz misté byl, kdybychom ptekazku odstranili.

Zmény hladiny tlaku v dB dané vzorcem

201og 2
b2

jsou vyneseny pro ruzny uhel dopadu jako parametr v zavislosti na poméru D /A, resp.

[ /X, kde D zna¢i prumér koule nebo vélce a [ délku hrany krychle.

o

a-0°

2 KOULE 3°°,

) 60
> 909
> o 180
2 ) K b 120"
~ . s UHEL P
. DOPADU
S VLNY N 150°
‘¥ -10 — L ASAL AN
S
b
N els ) I W U U ¥ [l 1 i L

02 04 06 0,1 0,2 o4 06 10 20 40 60

—= D
- Obr. 3-6. /41
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10 - T
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90° 60
° - 18 g
UHEL TR 2 | !
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DOPADU N
0 o ViNr /
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KRYCHL a = QS
e
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60 A/ o
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180°
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-15 |' C—— — . — - — \
-20 IO | 1 1 |
02 0$ 06 0OfF 02 04 06 10 20 40 60
- |
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1.10 Akusticky vykon a intenzita akustického pole

Vykon P je obecné dan skalarnim souc¢inem vektoru sily F' a rychlosti v
P = (Fv)
To lze psat
P =pSvcosy

je-li S plocha, v niz pusobi rovnomérné akusticky tlak p, v absolutni hodnota akustické
rychlosti a ¢/ tthel mezi normalou k plose S a vektorem v. Pro spojité se ménici tlak p lze

psat
dP = pvcosvy dS

Intenzita pole I (zvuku) je definovéna

dP
[ = — =
7S PV COS Y

Pro harmonicky proménné p, v se do této rovnice dosadi efektivni hodnoty krat cos ¢, je-li

@ fazovy thel mezi p, v. Je tedy

I = pesves cospcosy

Pro akusticky vykon lze psat, orientujeme-li dS' tak, aby normala k této plose byla totozna

s vektorem v,

Pak://]dS://pefvefcosgodS
S S

Jestlize stanovujeme intenzitu zvuku, ktera prochazi kolmo vlnoplochou, je ¢ = 0, a rovnice

se tak zjednodusi na
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I = pepvescose

U rovinné postupné vlny plati

2

pef
I= PefUef = —
e = o
U kulové divergentni viny plati
DPey 1 Deyf 1
Vef = 1+ —|= 1+ ——
f Cop ‘ jkr Cop k2r2
Pro tuto vinu plati
; 1
anp = —
¥y kr
a z toho
1
cosp = -
1 + k27’2

Kdyz tyto vyrazy dosadime do vztahu pro intenzitu zvuku, dostaneme

_ Py
Cop

I

a tedy vyraz totozny s vyrazem pro intenzitu zvuku u rovinné postupné viny.

Pro kulovou vlnu dale plati, ze

kde pics je efektivni hodnota amplitudy akustického tlaku v jednotkové vzddlenosti od

pocétku (zdroje). Intenzita zvuku I; v této vzdalenosti je
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2
I, = Piey
Cop

Z vyse uvedenych vztahu vyplyva, ze u kulové viny

I
I:ﬁ

coz znaci, ze jeji intenzita ubyva s kvadratem vzdalenosti od zdroje.

Pro cylindrickou divergentni vinu bychom odvodili

1

pef
= 1
J2kr

Vet = _ P 1 L
<! Cop

= +
cop (2kr)?

Pro cos ¢ u cylindrické viny dostaneme

1
cos p = -
1+ (2kr)?
Z rovnic plyne, zZe u cylindrické viny
Dief

takze v tomto pripadé plati

j——

kde I; je opét intenzita zvuku ve vzdalenosti » = 1 m. U cylindrické viny tedy ubyva

intenzita linearné se vzdalenosti od zdroje.

Vypocet intenzity zvuku v pfipadé rovinnych, resp. cylindrickych, resp. sférickych

postupnych vln ze znamého akustického tlaku.

Pro stanoveni celkového vyzareného akustického vykonu P,; pouzivame vzorec
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1
Pak = //pﬁf ds
Cop

kde dS je element plochy kolmy na smér Siteni postupné vliny.

Po zavedeni sférickych soufadnic dostaneme

2 2w
Py = r / pgf (9, a, ) sinav dY) do
Cop JO 0

Pro rotacné symetricky vyzatujici zdroj lze vzorec zjednodusit na

2712

™ 472
P, = / pzf (o, 7)sina da = P
Cop /0 Cop

kde p, je sttedni efektivni hodnota akustického tlaku ve vzdalenosti r.

p2(0)
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Kapitola

AKUSTICKE VYSILACE

2.1 Akusticky vysila¢ nultého radu
(Pulzujici koule)

Zakladni typ akustického vysilace je zdroj bodové symetrické kulové viny.

Rychlostni potencial ve sférickych soufadnicich s pocatkem ve stfedu zdroje

Oq) _ %ej(wtkr) =0 wejwt

1 je konstanta, kterd je rovna amplitudé rychlostniho potencidlu ve vzdélenosti »r = 1 od

pocatku, a (1) je bezcasovy rychlostni potenciél

e —jkr

oY =1
Pro akusticky tlak v poli zdroje nultého radu plati vztah

. 8¢ _ 77Z)1 j(wt—kr)
p(r)= pap = Jwp

Akusticka rychlost ve sméru radialnim je dana gradientem rychlostniho potencialu, tedy

v(r):aaoq): %( —I—k) j(wt—kr)

r T
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Zdrojem nultého tadu je pulzujici koule se stiedem v pocatku. Jedna se o hypoteticky
utvar, dokonale tuha kulova plocha, ktera radialné osciluje. Vsechny body povrchu kmitaji

se stejnou fazi, plocha ma stale kulovy tvar.

Pokud ma tato koule klidovy polomér R, jeji povrch kmita stfidavou radidlni rychlosti,
kterou lze v komplexnim tvaru vyjadrit jako

Uy = Upno€?“7

kde v, je amplituda rychlosti v,, a T je Casova souradnice posunutd oproti ¢t. Z duvodu kon-
tinuity musi byt rychlost v, totozna s rychlosti ¢astic prostfedi v (r) na povrchu pulzujici

koule, tj. pro r = R. Tedy

wm:—ﬁ<

i l +]k> ej(wt—kR) _ Umoejun'

R

Z této rovnice je ziejmé, ze

wt — kR = wr
a tedy
R
t——=1
Co

Protoze zdroj nultého radu - pulzujici koule - vysila do prostiedi akustické viny a predava
poli energii, predstavuje prostiedi pro vysila¢ zatéz. Tuto reakci prostiedi na vysila¢ muzeme
vyjadrit mechanickou nebo akustickou impedanci. Nazyvame ji vyzafovaci mechanickou
(akustickou) impedanci, nebot souvisi s vyzafovanim. Mechanickd (akustickd) vyzafovaci

impedance Z,,, resp. Z,, je dana vyrazy

_F(R)_p(R)S

v(R) v (R)

va

resp.

48



p(R) _ p(R)
W (R) _ Sv(R)

ch -

kde W je objemové akusticka rychlost (W=5Sv).

- specifickd (akustickd) vyzafovaci impedance:

- normovand (akustickd) vyzafovaci impedance:

ZS’U o ZS’U

20 Cop

Z’N/U

Pro mechanickou impedanci dostaneme

T = S202ny = 4nR%cop (A + jB)

resp. pro akustickou impedanci

20 Cop .
Zav = S T T o A B
S : 47 R? (A+jB)

Specificka vyzatovaci impedance pulzujici koule

p(R)  jwp

<

—
3
|
3=

+

.
o

kde
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(kR)”
1+ (kR)?

kR

1+ (kR)?

lkR=1

kR =00

kR=0

a0



2.2 Akusticky vysila¢ prvniho radu
(Akusticky dipdl)

Akusticky dipdl vznikne spojenim dvou vysila¢u nultého fadu, jejichz amplitudy jsou stejné,

avsak maji opacnou fazi. Jejich vzdéalenost d byva maléd ve srovnani s vlnovou délkou.

Body 1, resp. 2 jsou diléi zdroje kulovych vin nultého fadu. Rychlostni potencialy v misté

B jsou

ej(wtfkrlg)

0‘191,2 =1
ri2

Pusobi-li oba zdroje soucasné, je vysledny rychlostni potencial zdroje prvniho fadu v bodé
B

I(I) =0 q)l -0 (I)2

a tedy

—jkry —jkra
e e .
12 =y < - ) el

1 T2
Coz lze psat jako

1P =19 e
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kde

e—Jkr e—Jkr2
™ T2

1¢:¢1< -

Je-li d << A, coz jsme predpoklddali, lze pro r; » dostatecné velké oproti d psat tento vyraz

jako

a efjkr
1 = —wla— ( ) Ar
r r
Vyznam Ar je patrny z obrazku a plati Ar = d cos a, proto

o j(wt—kr)
1P =—v (e) d cos «
r

Po provedené derivaci dostaneme
1 ej(wtfkr)
1P =14 (; —i—jk:) fdcosoc

Z rychlostniho potencidlu muzeme stanovit akustickou rychlost

P 2 2k j(wt—kr)
U(T):aal—r:—% <—+L—k2> c " dcosa

72 r

a akusticky tlak

O, ® 1 j(wt—kr)
p(r) = =p 5 = —juwpun ( + k) S deosa
Smeérova funkce vysilace prvniho fadu je
p(@) 12 (a)
m = = = cos (@)
(0) r=konst 1(1) (0)

Oscilujici koule
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Vysilac¢ prvniho radu se nékdy téz interpretuje jako tzv. oscilujici nehmotna koule o poloméru

R, kterd kmit4 jako celek ve sméru a = 0, rychlosti v,,, = v, €/“*.

——dcos«

2 2k L\ et
20k
" ) -

coz lze psat

v (R) = Vg cosa & = v, &7

- akusticky tlak na povrchu koule

R ' L)y
p(R) = —jwpir <R+‘] )R COS (v

- normovana akustickd vyzarovaci impedance

p(R) 1 —(kR)+jkR
v(R)cop 2+ 2jkR — (kR)?

Tento vyraz lze psat jako

Zow = A+ jB

kde
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_ (kR)*
4+ (kR)*

B 2kR+ (kR)®
4+ (kR)*
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2.3 Akustické vysilace vyssich radu

Pole vysilace druhého fadu dostaneme jako rozdil dvou poli vysila¢t prvniho fadu.

Pro rychlostni potencidl v poli celé soustavy lze psat

2@ =1 cI>1 -1 q)2

Pro 1@, 5 plati (viz pfedchozi kapitola)

o ej(wt—kr)
1P12 = —wla— (
r

) dy cos

r

Je-li dy << A, lze psat
2@ =——(1P) dycos
Tedy
2P = ¢1aa—:2 (g) didsy cos® o
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Analogicky bychom dostali vysilace radu n jako rozdilovy zdroj vysilaca fadu n + 1, tj.

nq) —n-—1 (I>1 —n-—1 @2

a z toho
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2.4 Rychlostni potencial nad kmitajici plochou

- pistovy akusticky vysila¢ kruhového prifezu, kmitajici v nekonecné rovinné sténé

7 /2 77
V.

-
ANNANNN
AN

Abychom stanovili, jakou reakci prostiedi obklopujici soustavu na kmitajici pist pusobi,
musime odvodit, jak je v jeho okoli rozlozen rychlostni potencidl.

///"\ \\‘\\ B
T s
// ///’ \\\/ \\
e - 7~\\ AN
7 // T T T T~ ~ \\ N\
/ 4 PR N N AN
7/ /s - /S N N
/ 4 e / N N N
/ / s / N \ \Nd¢
/ // // / \\ \\
/ / N \
A4 / N
/ / / / \ \ \\
/ // / P Tva \\ \\ \
/ / Vi / \\ \ \ \
/ / / / / N\ \ A\
/ / / \ \ \
/ / y \ \
Pl / % \ \\ Vo
/ i
- II / [ '/jvm \ Lo
i : :’ JL_ 1 b
A

Jak pfispiva kmitajici element néjaké plochy (dS) v bodé A k rychlostnimu potencialu v
urc¢itém misté v prostoru.
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Element o plose dS déva objemovou rychlost

AW = 0,,dS = Vo dS €7t (2.1)

Vytvari kulové pole se stredem v bodé A. Pole m4 infinitezimélni amplitudu di, takze
zavedeme-li sférickou soutadnici ¢ s pocatkem v A, lze pro rychlostni potencial v obecném

bodé B (a na celé prislusné vlnoplose tvaru polokoule) psat

dd (&) = ‘id—‘?eﬂwt’f@ (2.2)

Akusticka rychlost v bodé B je rovna

0 iy

dv (§) = o7 (d®) = e

e i (wt—kE)
o€ (14 jkg)e

Objemova rychlost celou vlnoplochou do poloprostoru nad rovinou je rovna souc¢inu rychlosti

a plochy, tedy
AW (€) = 27&2dv (&) = —2mdipy (1 + jk&) e?@HHO)

Limita tohoto vyrazu pro & — 0 musi byt rovna z duvodu kontinuity objemové rychlosti

podle rovnice (2.1), kterou dévéa element plochy dS, a tedy

lim dW (£) = —27 dipy €' = v, dS &7

§—0
Z této rovnice lze stanovit di

s

d% = - gvmo

Tento vyraz muzeme dosadit do rovnice (2.2) a mdme vztah
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Elementarni prispévky od jednotlivych plosek kmitajici plochy muzeme algebraicky secist,

nebot rychlostni potencil je skaldr. Soucet vede na integral

Tato rovnice je hledanym vyrazem pro rychlostni potencial v bodé nad oscilujici plochou,

kdy v,, zna¢i mechanickou rychlost elementarni plosky dS, vzdéalené o £ od bodu B.
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2.5 Reakce plynného prostredi na kruhovou desku pistoveé
kmitajici

Jakou reakci ptisobi prostiedi, v némz uvedeny zdroj vyzaruje akustickou vinu.
- deska o poloméru R

- axialné kmita v nekonecné sténé

- mechanickd rychlost desky je vy,

- kmitd harmonicky kruhovou frekvenci w

- nad deskou vznika zvukova vlna

2x cosyY

{/ \ s T

,/’ \ ax

S rychlostnim potencidlem souvisi akusticky tlak p, ktery je dan vyrazem

__ 0

Na kmitajici desku pusobi sila F
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F://pdS’

kde dS’ znaci element plochy povrchu kmitajici desky a p je akusticky tlak nad elementem
ds’. Tedy

recof [

Pro harmonicky pohyb desky je v komplexnim tvaru

0P

= Jwd
ot Y

takze plati

F= —jwp//fde’

Za ® v této rovnici musime dosadit hodnotu rychlostniho potencidlu nad ploskou dS’.

Tento potencidl je vysledkem oscilaci celé desky poloméru R.

P [ o ] a5

R w/2 2z cos .
F, = jwp 20, / [ / / eI dip de| wd
0

—7/2 J0
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R w/2 21 cos Y )
Ly = j2wp/0 [/ /0 e IR dop df] xdx

—7/2

Zjednodusme tuto rovnici na tvar

R
Ly = j2wp/ Qrdx
0

a vypoctéme nejprve hodnotu

/2 2x cos ) .
Q= / / eIME dip de
0

—7/2

Po provedeni integrace podle d¢ dostaneme

Q — jik/ﬂ-/z (1 o eijkxcosw> dw

—7/2

To 1ze psat

T 1 fm/2 :
- = —j2kx cos d
@=L 4
Dosad me:
/2 .
A :/ €—g2k$cosw dw
—7/2
takze je
1
=—(r—A
Q= (r =)

Po rozvedeni exponencidlni funkce a po tipravé mezi dostaneme

A= / " cos (2kz sing) dp — j / " sin (2K sin ) dop
0 0
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Integrély vyjadiime cylindrickymi funkcemi.

Besselovu funkci nultého fadu muzeme psat jako

Jo(z) = = /07r cos (xsint) dip

™

Podobné Struvovu funkei nultého fadu muzeme psét jako

Hy (x) = 2 /(:/2 sin (x sin ) dip

T

Vzhledem k témto vztahum plati

A = 7 [Jo (2kz) — jH, (2kz))]

a tedy

Q= I [1 = Jo (2kx) + jHo (2kz)]

R
D = 27TCop/ (1 —Jo (2kz) + jH, (2kz)] zdx
0

x? r? ol

@) =1-Gtpnpg  ppet

x x3 x® x’

2
Hy (37) = p <ﬁ 1232 + 12.32.52  12.32.52.72

I2 LE4 LEG 1:8

0
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Koneéné

x 3 x® x’

M) =5 gt

226 2res

/Oooxdx.Jo (x) =z J; (2)

4 6 8

2 [ 22 T x X
(@) =2\ 23~ 12325 T 2geses  armmg T

/Oooxdx.HO (x) = zH; (x)

R 1\2 rXx 1\2 rX
e = 2TCop [/0 xdm—(i) /0 adaJO(a)—l—j(ﬁ> /0 ad@Ho(a)]

kde

a dale

Tedy

a po uprave

a = 2kx
X =2kR
R R
Zmw = meop |R* — EJI (X) +‘7EH1 (X)
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J1 (X) —|—j2H1 (X)

Ly = 7rR2.cop 1—-2 e e

Tato rovnice je hledany vyraz pro mechanickou vyzatrovaci impedanci nehmotné kruhové

desky, kmitajici pistové v nekonecné rovinné sténé.

Muzeme ji psat ve tvaru
Zmy = S.cop(A+jB) = 20S (A+ jB) = 2052,

kde

S (X) _, (2kR)
X kR

A=1-2

Hy (X) _ Hi(2kR)

B=2— kR

Pro velmi nizké frekvence nebo pro malé R, tj. kdy plati

X <<1

miZzeme vyrazy pro A a B velmi zjednodusit, nebot vyssi potence X jsou zanedbatelné

malé. Po zanedbani vSech potenci X vyssich nez 3, dostaneme

X X3
S(X) =5 -6

2 X2

Pak priblizné plati

X? 4X
8 .3

va = 7TR2ZO <_ +I1—
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Imaginarni ¢ast muzeme povazovat za reaktanci jakési hypotetické hmotnosti m., jejiz
ucinek je ekvivalentni reaktancni slozce vyzatrovaci impedance kmitajictho pistu pro X <<
1.

Pro tuto hmotnost plati

: A4X
JWime = JS—WWR%OP

Proto
me = %RS P
Coz muzeme psat ve tvaru
me = lSp
kde
le = %R

znaci ekvivalentni délku sloupce prostiedi, ktery kmita s pistem o plose S.
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2.6

Akustické pole pistové kmitajici kruhové desky

Um€ —7k&o e Jk€1
- 27T§0 //S 1+ 51
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& =rsinysina

dS =rdiydr

Ume—jkfo R 2w - )
CI)a — / / e 7 Tsmt/)smard,r,dw
2&y  Jo Jo

1 2
JO (.’E):2—/ e]xsmwdw

™ Jo

z = krsina

, = —
€o

R
/ Jo (krsina) rdr
0

R 1 kRsin o
/ Jo (krsina) rdr = / Jo (z) x dx
0 0

k2 sin? o
/JO (x)xdr = aJ; (2)

—jkéo
By — R Rsina)

&ok sina
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S = 1 R?

Umefjkfo S

P, =——1 2 i
a WégkRsinajl (kR sin «)
Ume_jkgo
0, (0) = —

09,
pOc - p at

Pa = —jwpPq
771 (&) — |pa|

[Pa (0)]

|Pa|

2 )
m (o) = k:RsinaJl (kRsin )
A 2rR .
m i) = TR sinon1 ( A St oz)
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2.7 Akustické pole pistové kmitajiciho prstence

n2 (o) = Jo (kR sin )

2
ne (o) = Jo (WTR sin oz)
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2.8 Akustické pole kmitajici obdélnikové desky

sin (% sin a) sin (bf sin ﬁ)

N3 =

- sin o Y sin 3
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2.9 Rada bodovych zdroju

bod &

2.10 Rada pistovych zdroju kruhového pruiezu

2.11 Cinitel a index smérovosti

n, 6
10° 100
y A
7
10? /] /
4 ~ L
Y
10 A v
1
ol
1 1
o1 1 10 100 01 1 0
2R 2R
A )
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Kapitola 3

Teorie zvukovodu

3.1 Odvozeni vinové (Websterovy) rovnice zvukovodu

s*
s /

- osa zvukovodu je totozna s osou x

- stény zvukovodu jsou dokonale tuhé

- §iif se rovinna vlna

- pti¢ny rozmér zvukovodu je maly oproti vinové délce
Rovnice kontinuity pro zvukovod

Prirtstek hmotnosti v daném prufezu za jednotku ¢asu je rovny rozdilu hmotnosti, ktera

zleva do elementu vtece, a hmotnosti, kterd z ného vpravo odtece. Rozdil ¢ini

Svp — S*v*p*
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Jeho limita pro Az — 0 je rovna

9 (Svp)

d
ox v

(Svp— S™v*p") = —

lim
Az—0
Tento vyraz zpusobi casovy prirustek hustoty p v elementu, jehoz objem je Sdx, takze plati

op _ 9(Spv)
8155 dr = — o dx

Zanedbame-li zmény p podle z, které jsou malé oproti stredni hodnoté, muzeme psat

I, 9(Sv)

Sat P ox

=0

To je rovnice kontinuity pro zvukovod prufezu S = f ().

Po zavedeni rychlostniho potencialu

Ize rovnici kontinuity psat jako

p Ot

1o (o) _ 10
S oz ox

Provedeme-li parcialni derivaci soucinu v zavorce na levé strané rovnice, dostaneme

P 1dS0d  1dp

da2 * Sdr dr  pot
Z druhého pohybového zakona plyne pro element objemu Sdx vztah

d(Sp) , v
o d:v—dewa

Zavedeme-li rychlostni potencidl, muzeme tuto rovnici upravit na
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10(Sp) 02®

S or  Povor

Integraci podle x a pak derivaci podle ¢, dostaneme

_op_ 0’®
ot~ Por

Tato rovnice je shodna s rovnici, kterou jsme dostali pfi odvozovani obecné vlnové rovnice
(aplikace druhého Newtonova zdkona). Protoze také diferencidlni rovnice, kterd vyplyva z

Poissonova zakona, plati obecné a také pro zvukovody, muzeme psat

10p  10°®
pOt g ot

Dostaneme tak

o 1ison_ 1o
0x?  Sdx dxr & O

coz je vlnova rovnice pro zvukovody, zvana Websterova. Protoze

1dS  d

lze Websterovu rovnici psat téz ve tvaru

0*® 9P d 1 0%

0x?  Oxdx
Kdyz jde o harmonicky proménny signédl, muzeme predpokladat, ze

O = el

Kdyz tento vyraz zavedeme do Websterovy rovnice, dostaneme
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2y d
a2t

<=
|

(InS) + k*) =0

&
IS8

X

kde
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3.2 Cylindricky zvukovod

Pro cylindricky zvukovod je prufez staly, takze je

InS = konst.
a proto je vyraz
d
— (InS) =0
~ (1n5)

Websterova vlnova rovnice se pak zjednodusi na tvar

d*y
—— 4+ k=0
dz? +EY

Jeji feseni je

d = Clej(wt—km) + CQGj(wt+kx)

Prvéa cast vyrazu vyjadiuje vlnu postupujici v kladném sméru osy x, druha c¢ast vinu
postupujici opacné. U nekonecné dlouhého zvukovodu se vyvine pouze vlna piima, takze
02 - 0

Nyni stanovime akusticky tlak

0%
D P ot
takze
p= _jwpcvlej(wtfk:r)
a akustickou rychlost
0P
V= —
ox
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takze
v = —jkCy el @ =ha)

Nyni jiz muzeme stanovit specifickou akustickou impedanci z,,, nekonecné dlouhého cylin-

drického zvukovodu. Je ddna vyrazem

RZsoo =

SHS]

tedy

Zsoo — Cop
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3.3 Cylindricky zvukovod konecné délky

\ /52
Py 7 ‘ Po

p1 = —jwp (C1 + Cq) " = pye?
Wi = =87 (Cy — Cy) €' = Wyype?”
P2 = —Jwp (Cle_”fl + 0267l> It — o eIt
Wy = =Sy (C’leﬂl — 02671) I = Wy, eI

Z poslednich dvou rovnic dostaneme konstanty C. Kdyz je dosadime do dvou prvnich

rovnic, dostaneme po upravé rovnice

W2 20

p1 = pa coshyl + sinh !

S
W1 = po— sinh vl + W5 cosh i
20

Uvedené rovnice muzeme psat téz v maticovém tvaru (kaskddni matice)

ol coshyl 2 sinh~yl Do
Wy % sinhvyl  cosh~l Wy
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Pro bezeztratovy zvukovod, tj. pro a =0, § =k = w /co, a tedy v = j/3, dostaneme

Pl coskl — jZsinkl D2
Wy B j% sinkl coskl Wy

Vstupni a vystupni akustickda impedance zvukovodu

P12
S V1,2

Zal,? -

Po dosazeni vztahu pro akusticky tlak a rychlost dostaneme

g Fop cosh vyl + v92g sinh vl
“ 7S Zova cosh Yl + pa sinh vl

Po vydéleni citatele a jmenovatele vyrazem v, a zavedenim vystupni akustické impedance

Z49, dostaneme

20 Za2S cosh yl + zp sinh 41

Tt =
' § Z,nSsinhyl + 2 cosh 7yl

Pro bezeztratovy zvukovod

20 Zg2S cos kl + jzgsin ki

Ty =27
'S i Z.Ssin kil + 2 cos ki

Po zavedeni normovanych akustickych impedanci

29 cos kl + jsin kl

i
! Jjzesin kl 4 cos kl

Cylindricky zvukovod zakoncéeny vinovym odporem

zo =1 = z1=1

Cylindricky zvukovod zakonéeny dutinou
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Akusticka impedance dutiny
cip
Zyp = —=
2 JwV
Z,1 je nulové, tj. utvar je v rezonanci tehdy, kdyz je citatel Z,; roven nule, tedy kdyz
ZaoS cosk.l + jzosink,.l =0

Zavedeme-li k, = %= a dosadime za Z,» akustickou impedanci dutiny, dostaneme po tipraveé
[&0]

C()S (wr )
= tan ( —~1
u)TD an Co

Pro I << )\ lze nahradit

tan <&l> = &l

Co Co

a tim dostaneme

COS_&Z

WV
z toho

Wy = ¢ ﬁ

r — 00 Vl

Tento vzorec je shodny s rovnici difve odvozenou pro Helmholtziiv rezondtor. Utvar tedy

pro malé [ oproti A prejde v Helmholtzuv rezonator.
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3.4

Koénicky zvukovod

5251372

InS=InS;+2Inz

dx dx

d(InS) 2d(lnx) 2

2
Py 2dy

k) =0
dz? :1cd:15+ v

82



Exponencialni zvukovod

S =5 e

InS=1InS; +gx

d(InS)
dx

=9

> dy o,
— — 4+ k=0
dx? +gdyc +EY

_ zycos (bl + a) + jsin bl

' jzysinbl + cos (bl — a)
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g
a = arctan —

2b

- o
2
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3.6 Hyperbolicky zvukovod

d*)  2dy dy
—— 4+ 22 T 4 k=0
dz? +ydx dx TR
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Kapitola 4

Teorie elektromechanickych a

® ~ O

elektroakustickych meénicu

4.1 Obecna teorie elektromechanickych ménicua
1. Elektrické strana:

e napéti

e proud
2. Mechanick$ strana:

e sila

e rychlost

Kazdou z téchto veli¢in muzeme vyjadiit jako funkci dvou jinych veli¢in. Napt. mame-li

dany elektrické veli¢iny, muzeme urcit veli¢iny mechanické.

F = f1 (U,l)

v = fo(u,1)
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Uplné diferencidly

oF oF
ov ov
dv = %du + Edl

V nasem piipadé jsou parcidlni derivace konstantami.

oF _ or _
R TR
ov _ o _
R

Po integraci

F u i
/ dF:a11/ du+a12/di
0 0 0
/dv:a21/ du+a22/di
0 0 0

coz dava

F = ajiu + (Ilgi

V= ao1U + aggi

V maticovém tvaru (kaskadni matice)

| Q1 a1z u
A21 Q22 {
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1
!
!

|
I
n

Odvozeni impedanéni matice:

F = blli + b12U

u = bgli + bQQU

_ bi1 bio {
ba1  ba v

F

u

Odvozeni admitanéni matice:

F = f5(u,v)

i = fo(u,v)
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dF = —d —d
ou ut ov v

o 01 01
di = %du + %dv

F = C11U + C19v

1= Co1U + CooU

Podobnym zpusobem lze dojit k dalsim dvojicim ¢tyrpolovych rovnic méniéu.
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4.2 Elektromechanické ménice se soustredénymi ele-

menty

4.2.1 Meénic elektromagneticky

=D
=D o
-]

L3

=M M= magnet
K= kolva

u k Cecfvll\t,a

c"aé'ep kotvy

Ne

V obvodu této soustavy je obvykle permanentni magnet a civka, kterou protéka signalovy
proud. Magnet muze byt nahrazen tim, ze civkou protéka kromé signdlového proudu
jesté superponovany proud stejnosmeérny, ktery soustavu magneticky polarizuje. Obvodem
protéka magneticky tok @, ktery se skldada ze stejnosmérné slozky @, a ze slozky stiidavé
®;, vyvolané signdlovym proudem i. Kotva K se pritahuje v mezefe ke jhu silou F'. Jeji

velikost ur¢ime z rovnosti virtualnich praci za predpokladu elementarniho posuvu kotvy o

dn.

Hustota magnetické energie w na objemovou jednotku je rovna

1 B?
w=—-HB=—
2 2410

kde je H intenzita magnetického pole, B magnetickd indukce a j permeabilita vakua

(resp. vzduchu). Z rovnosti virtudlnich praci pii posuvu kotvy o dn plyne

Fdn =wSdn

takze sila F' je rovna
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SB?

F—
2410
Pfitom § je plocha vzduchové mezery.
Plati vztah
SB=9®
Z ného vyplyva pro F
(1)2
- 2/105

Tok ® muzeme podle Hopkinsonova zdkona vyjadrit jako

F,
d=_"
B

kde F;, je magnetomotoricka sila a R,, je magneticky odpor v magnetickém obvodu ménice.
Kdyz pro prehlednost predpokladame, ze civkou ménice, ktera ma n zavitu, protéka ste-
jnosmérny proud [, se stfidavou superpozici signalového proudu i, lze magnetomotorickou

silu vyjadrit jako

Pro magneticky odpor obvodu plati za predpokladu, ze zanedbdme odpor zelezné casti

(ktery se obvykle v praxi neuplatni)

nebot délka vzduchové mezery ve sméru toku je ddna klidovou vzdélenosti d zmenSenou
o vychylku 7. (Vychylku pocitdme v kladném smyslu ve sméru sily vyvozené ménic¢em.)

Magneticky tok je pak dan vztahem
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Pro silu ménice F' tedy dostaneme

F— /LOSR2 (Io + 2)2

2(d—n)°
Uplny diferencial F lze psat jako
OF . OF
dF = Z—di + —d
9 T oy

Provedeme-li parcialni derivace, dostaneme

(Io +i)°

L
dF = 021052 di + 1?05 .
(d—n)

@) o

V této rovnici muzeme pro i << [y a n << d zanedbat ¢ a n. Pak tato rovnice po integraci

vede na

I

Iy
) E”

F:7’L2M05d2

7 + ’IIQ,M()S

Ptredpokladame dale harmonicky pohyb, takze 1ze zavést

v
n=—-—
Jjw
Daéle 1ze dosadit
nlopoS
=
p 0

Pro indukcnost civky ménice muzeme psat priblizné



Zaved me dale

1 nd
2 0 0
n,UOSE 7—]{@
a
1?2 1
2 0 2
B
nMOSdB oI

Pak muzeme psat

k,Q
F=ky+ “LU

JwW Ly

coz je prvni rovnice plynouci z impedanc¢ni matice ctyirpélu. Muzeme jej dale nazornéji psat

ve tvaru
F=Fk,+ - v
jwcna
kde
Cna = ﬁ

Cne Ma 7 hlediska k ménici pripojené mechanické soustavy vyznam negativni poddajnosti,
nebot souvisi se silou, kterd mé smysl tyz jako vychylka 7, resp. rychlost v, zatimco u

eventualné pripojené poddajnosti vnéjsi by sila plusobila opacné.

S existenci negativni poddajnosti souvisi téz pojem mechanické stability elektromagnet-
ického ménice. Kdyby byl na mechanické strané nezatizeny, kotva by piiskocila ke jhu.
Ptipojime-li vSak ke kotvé (coz v praxi vzdy musi byt) vnéjsi pruzny element o podda-

jnosti ¢, pak je-li

c < Cpa

je soustava stabilni.
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Nyni odvodime vyraz pro napéti u indukované v civce ménice. Je rovno

0P
U=n—
ot
Po dosazeni za magneticky tok dostaneme
0ly+i
2 0
— S
R T n

Zde jsou ¢ a n funkcemi casu. Lze proto rovnici rozepsat na

. nQ;LOS@ N n?poS (Io +14)n
- d—n ot (d—mn)> ot

Pro i << Iy a n << d lze zanedbat 7 a 1. Pak tato rovnice po integraci vede na

01 on
u = Lga + kaa

Pro harmonicky signal je

takze lze konecné psat

u = jwlot + k,v

coz je druha rovnice plynouci z impedanc¢ni matice ¢tyipélu.

Na zékladé rovnic pro F' a © muzeme stanovit iplné nahradni schéma elektromagnetického
meénice. Vezmeme pfitom v tvahu, ze civka ma kromé indukénosti L jesté ohmicky odpor
R’ a 7e na kotvu je piipojena mechanickd impedance Z,, (do které je zahrnuta i hmota
kotvy).
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QR L, ey e oz
———— N <
u "'l F F
Vztahy pro gyrétor:
F' = k7
u =k
Tyto rovnice lze psat po zpusobu rovnic pro ¢tyipdly ve tvaru
F' = 0u' + ki’
v =k, '+ 0
nebo v maticovém tvaru
A 0 k, u’
o | k0 il
Kaskadni matice celého ménice:
Flo |1 Zn—(1/jwena) 0 k, 1 R+ jwLg u
v 0 1 kLo 0 1 7

Po provedeni soucinu

(- ) (Zm i) (o) e
1 R/+/<;'7;LWLO
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4.2.2 Meénic elektrodynamicky civkovy

n

——

|
|

magnet.

silocary

=

Aktivni cast vodice je svinuta do civky, umisténé ve vzduchové mezere prstencového tvaru
M, v niz probihaji silocary magnetického pole radialné. Je znamo, ze na vodi¢ ptuisobi sila
dF ve sméru kolmém na rovinu danou silo¢arou prochazejici elementem vodice a tec¢nou k
vodi¢i v ptislusném bodé, protéké-li elementem vodice o délce dl proud i. (Pravidlo levé

ruky.) Jeji velikost je ddna rovnici
dF = [B x idl] = Bidl sin

kde « znac¢i thel mezi tecnou k vodi¢i a smérem silocar magnetického pole. V naSem
pripadé jsou vsSechny elementy vodice kolmé na smér silocar, takze sina = 1. Proto na

vodic¢ o celkové aktivni délce [ pusobi sila
!
F= / Bi di
0
Pro homogenni magnetické pole plati
F = Bli

Sila F m4 smér axidlni.

Celkové indukované napéti v civce ménice je dano superpozici dvou dil¢ich napéti:
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1. Napéti indukované v civce prutokem proudu 4.

2. Napéti indukované v civce pohybem vodice v magnetickém poli.

I i N 0P
PR S i
‘ot ' ot
Magneticky tok v zabéru s vodi¢em civky je
® = Bln
a tedy
0P on
— =Bl—=Blv=k
ot or — 0T Y
Pro harmonicky signal lze psat
o
— = jwi
or 7

takze rovnici lze upravit na
u = jwloi + kv

Rovnice pro F a u jsou zakladni vztahy platné pro elektrodynamicky ménic.

Uplné nahradni schéma elektrodynamického civkového ménice je totéz jako u elektromag-

netického, az na to, ze zde odpada negativni poddajnost (misto ni je zkrat).
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4.2.3 Elektromechanicky ménic elektrostaticky

i

Uo

Predpoklady:

e membrdna kmitd konfazné

o R, =00

Sila F, ktera ptsobi na membranu, je ddna vzorcem

F=wS

kde w znamena hustotu elektrostatické energie

kdyz E je intenzita elektrického pole, D elektrickd indukce a gy permitivita vakua

g0 = 8,854.107 12

Sila F' je tedy rovna




Intenzita pole E mezi elektrodami ménice (mezi membranou a pevnou elektrodou) je ddna

gradientem napéti, a je tedy

Proto 1ze pro silu psat

o €S (Up + u)2
2(d—n)?

Zde jsou u a 1 casové proménné veliciny. Uplny diferencial F je

Kdyz provedeme parcialni derivace F' podle u a 7, dostaneme

(U() + U)2

du+ oS 20T
(d—n)’

dF = 505(U0 ru dn

d—n)°

V praxi je obvykle

u<< Uy n<<d

Lze proto u oproti Uy a n oproti d zanedbat. Potom

2

U U,
F = 6()Sd—§u —+ E()Sd—gﬁ

Zavedme vyraz pro klidovou kapacitu ménice. Je

Zavedme dale klidovy ndboj Qo = CoUy, a za predpokladu harmonického signdlu, n =
v/jw. Pak lze psat
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kde k; je konstanta. A dale

U _ S d a1

d3 At S PO

805

Pro silu F' pak dostavame

F = kyu + k2

v
JwC

To 1ze té psat

F:kbu—l—

jwcnb

jestlize zavedeme

Vyraz ¢,;, ma vyznam negativni poddajnosti.
Nyni odvodime vztah pro proud .

N&éboj ¢ na ménici je dan vyrazem

q=(Up+u)C

kde C je okamzita hodnota kapacity mezi jeho elektrodami. Je rovna

508

C =
d—n

Néboj ¢ je proto
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€OS
d—mn

q=(Uo+u)

Derivujeme tento vyraz podle t. (u a 7 jsou ¢asové zavislé).

q=f(un)
Derivaci proto dostaneme
dq €S Ou c0S  On
hak: S (U _ s P
o = d—gor T TG g

Pro n << d a u << Uy lze zanedbat n oproti d a u oproti Uy. Pak dostaneme

8q . 503@ U()&()S@

ot d ot 42 ot

Po zavedeni klidové kapacity, proudu a rychlosti muzeme psat

1 = jwCou + kyv

i =i, + i

kde i. je proud klidovou kapacitou Cj od napéti u a

i/ = kb?)

Z rovnice pro F a ¢ vyplyva ndhradni schéma elektrostatického ménice.
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v' Cnb

Vztahy pro transforméator:

F/ = k:bu’

i/ = kbU/
Které muzeme té psat

F, = kbu' + 02/

v =0u + kb_lil

15 2]l

V maticové formé

F/

,Ul

u/

,L'/

|

Pro tplné nahradni schéma ménice lze napsat vztah

F

[

1 Zm — (l/jwcnb) ]Cb 0
0 1 0 k'

Po provedeni souc¢inu
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oo (= ) b (2 2
Jwlo
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4.3 Elektromechanické ménice s rozprostrenymi ele-

menty

U elektromechanickych ménicti zalozenych na interakci mezi elektrickym nebo magnet-
ickym polem a deformaci uvniti aktivniho materialu nelze postupovat tak jednoduse jako
v predchozi kapitole. Sily, deformace i veli¢iny elektrického resp. magnetického pole jsou v
aktivni ¢asti ménice rozprostieny. Typickymi predstaviteli elektromechanickych méni¢u s
rozprostfenymi elementy jsou ménice piezoelektrické a magnetostrikcni. V obou ptipadech

pii odvozeni teorie téchto ménicu vyjdeme ze stavovych rovnic aktivniho materidlu.

4.4 Nahradni elektricka schémata elektromechanickych
meénicu

Z predchoziho vyplyvéd, ze idedlni reciproké elektromechanické ménice muzeme rozdélit do

dvou kategorii:

1. Ménice s magnetickym polem (gyrator)

2. Meénice s elektrickym polem (transformator)
Pravidla pro stanoveni nahradniho elektrického schématu u elektromechan-
ickych ménic¢t prvni kategorie

1. Mechanickému odporu odpovida elektricky odpor.

2. Hmotnosti odpovida kapacita.

3. Poddajnosti odpovida indukénost.

4. Spojeni na spole¢nou rychlost odpovida paralelni spojeni.

5. Spojeni na spole¢nou silu odpovida sériové spojeni.
Pravidla pro stanoveni nahradniho elektrického schématu u elektromechan-
ickych ménica druhé kategorie
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. Mechanickému odporu odpovida elektricky odpor.

. Hmotnosti odpovida indukcnost.

. Poddajnosti odpovida kapacita.

. Spojeni na spolecnou rychlost odpovida sériové spojeni.

. Spojeni na spolec¢nou silu odpovida paralelni spojeni.
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4.5 Elektroakustické ménice

Ménice, jejichz akusticky aktivni ¢ast, obvykle ne pfili§ hmotnd, kmita se znac¢nou defor-

maci.
p =1 (u,1)
W = ¢y (u,1)
e Paskovy elektrodynamicky ménic

Elektrostaticky ménic¢ s tenkou membranou

Elektrostaticky méni¢ dvoj¢inny s tenkou membranou

e Meénic s elektretovou membranou
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Kapitola 5

Z.akladni vlastnosti diskrétni

Fourierovy transformace

5.1 Periodické vlastnosti transformace a zpétné trans-

formace

Diskrétni Fourierova transformace a zpétna diskrétni Fourierova transformace definuji pe-

riodické posloupnosti

Tj = Ti+uN, :u:()uj:lvj:zv"'»

Ty = Ti4uN, M:O,il,iz,...,
Jako zvlastni pripad dostavame vyjadieni pro zaporné indexy

T_; = TN—i,
X_p = Xn_p,
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5.2 Symetrie transformace

Zpétnou transformaci 1ze vyjadrit jako komplexné sdruzenou hodnotu (1/N)-ndsobku piimé

transformace provedené na komplexné sdruzeny obraz.

= (e (b))

Obréacené primou transformaci lze vyjadfit jako komplexné sdruzenou hodnotu zpétné

transformace provedené na N nasobek komplexné sdruzeného originélu.

Xip=(F7{Naj})
5.3 Linearita transformace
ax; + by; = aXy + bYy

5.4 Transformace prevracenych posloupnosti

Obraz prevracené posloupnosti je roven prevracenému obrazu.
1 O\
= (F{5)

F_l {X,k} = T_;

5.5 Transformace sudé a liché posloupnosti

Obraz sudé posloupnosti je suda posloupnost:

) - 2

108



a obraz liché posloupnosti je licha posloupnost:

oty = X

5.6 Transformace komplexné sdruzené posloupnosti

Obraz komplexné sdruzené posloupnosti je roven komplexné sdruzenému pievracenému

obrazu puvodni posloupnosti:
i} = X7,

Originalem ke komplexné sdruzenému obrazu je prevracend komplexné sdruzena posloup-

nost:

F! {XZ} =17,

5.7 Vlastnosti transformace realné posloupnosti
e Jeli z; redlnd posloupnost, pak jeji obraz spliiuje podminku
XF=X_,
e Redlnd ¢dst obrazu (Uy) redlnd posloupnosti je sudd
U_ =U
a imaginarni ¢ast (Vj) je lichd
Vig =V

e U realné posloupnosti je obrazem jeji sudé ¢asti redlna ¢ast obrazu a obrazem liché ¢asti

je imaginarni ¢ast obrazu nasobena j.
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5.8 Vlastnosti transformace komplexnich posloupnosti

e Pro obraz realné casti x; plati
v = (2 + Z3) /2

a pro obraz imaginarni casti

Yyi = (Zk - Zik) /27

e Pro redlnou a imaginarni ¢ast obrazu plati

Uy = F{xf—i—zyZL}

Vk:p{yf_mf}
5.9 Maticové vyjadreni transformace
T = (ZE(), L1y 7xN—1)T

X = (X0, X1,..., Xy0)"
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wo wo wo R 7

wo wit W2 Lo Wi
W= W’ w? W Lo WD
Wwo WN—l WQ(N—l) o W(N—l)(N—l)

5.10 Vlastnosti matice W

1. Matice W je regularni a symetricka:

2. Matice W' je komplexné sdruzend k matici W:
W= (1/N)W*
3. Matice W je unitarni, tj. plati pro ni
W =W, (W‘l)T _ -l
4. Matice W je permutacni periodickd matice 4. stupné téchto vlastnosti:

W4 = N?FE

W?2=NP

kde E je jednotkova matice a P je permutacni matice s obecnym prvkem

—_

i=k=20
pik=44 1, 1+k=N

0, ostatni i,k

111



5. Matice W mé charakteristicka ¢éisla

Ni=VN, d=-VN, N=-jVN, M\=jVN

5.11 Transformace posunuté posloupnosti

Obraz posloupnosti z; posunuté o v je roven obrazu puvodni posloupnosti nasobenému
e—juk27r/N.

F {.TZ‘,V} — XkeszszW/N

5.12 Zpétna transformace posunuté posloupnosti

Originalem k posunutému obrazu Xj,_, je posloupnost x; ndsobend exponencidlni posloup-

nosti e/Hi2m/N .

Ffl {ka,u} — xiej,u,iZﬂ/N

5.13 Transformace posloupnosti nasobené exponencialni

posloupnosti

Obraz posloupnosti z; ndsobené exponencialni posloupnosti e/#27/N je roven obrazu ptivodni

posloupnosti posunuté o pu:

F {xiej’”%/N} = Xi—p

5.14 Zpétna transformace posloupnosti nasobené ex-

ponencialni posloupnosti

Originélem k posloupnosti X ndsobené exponencialni posloupnosti e/*%27/N je posloupnost

xr; posunuté o —v:
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1 {Xkejuk%r/N} = Tity

5.15 Transformace periodické konvoluce

Obraz diskrétni periodické konvoluce z; posloupnosti x; a y; je roven soucinu jejich obrazu

wi2mw /N

Obraz posloupnosti ; ndsobené exponenciilni posloupnosti e/ je roven obrazu puvodni

posloupnosti posunuté o p:

Tuto vétu lze vyslovit i takto:

Origindlem k souc¢inu dvou obrazovych posloupnosti je diskrétni periodicka konvoluce

posloupnosti origindli.

5.16 Zpétna transformace periodické konvoluce obrazi
Originalem k periodické konvoluci obrazu je N-nasobek soucinu origindli:
F X, Y} = Ny,

Tuto vétu lze vyslovit i obracené:

Obraz souc¢inu posloupnosti je roven diskrétni periodické konvoluci obrazi téchto posloup-

nosti délené N:

1
F{xy} = NXk * Yy,
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5.17 Transformace periodické korelace

N-1
pi(x7y)zzxuyy+17 7/:0, 1,7N—1
v=0

Obraz diskrétni periodické korelace posloupnosti je roven soucinu prevraceného obrazu

prvni posloupnosti s obrazem druhé posloupnosti:

Fpi(z,y)} = X 1Y}

Budou-li obé posloupnosti realné, plati:

Fpi(v,y)} = X3V

F{pi(z,2)} = | X"

5.18 Zpétna transformace periodické korelace

Originalem k diskrétni periodické korelaci pi (X,Y’) obraziu X a Y} je N-ndsobny soucin

prevracené posloupnosti x_; s posloupnosti y;:

F {p (X,Y)} = Na_y;

5.19 Soucet ¢lenu posloupnosti originalu

Soucet ¢lenu posloupnosti originalu je roven nultému ¢lenu posloupnosti obrazu:

N-1

Z$i:XO

1=0
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5.20 Soucet clenu posloupnosti obrazu

Soucet ¢lenu posloupnosti obrazu je roven N-nasobnému nultému ¢lenu posloupnosti ori-

ginalu:
N-1
Z Xk = N&?o
k=0

5.21 Rovnost skalarniho soucinu originalu a obrazu

(Parsevalova rovnost)

Skaldrni soucin posloupnosti x; s posloupnosti y; je roven skaldrnimu sou¢inu obrazu jedné

posloupnosti s pfevracenym obrazem druhé posloupnosti délenému N:

N-1 1 N-1 1 N-1
TilYi = ——= X_ .Y, = — X.Y_

5.22 Souvislost mezi obrazem puvodni a doplnéné posloup-

nosti
Cleny obrazu Y} doplnéné posloupnosti ;, jejich indexy spliiuji podminku k = mN /N pro
m=20,1, ..., M —1, jsou rovny odpovidajicim clenim obrazu X, puvodni posloupnosti

Z;:

YmN/M:X’rTu sz, 1,,M—1

5.23 Souvislost mezi obrazem puvodni posloupnosti a

posloupnosti doplnéné na p-nasobnou délku

Doplnime-li pavodni posloupnost délky M celkem (p-1)M nulovymi body na p-ndsobnou
délku N=pM, pak plati:
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5.24 Transformace opakované posloupnosti

Obraz posloupnosti y;, vytvorené p-krat opakovanou posloupnosti x;, je posloupnost Y},

ktera je rovna p-krat ziedéné posloupnosti pXj.

5.25 Zpétna transformace zredéné posloupnosti

Original k posloupnosti Y}, ktera je p-krat zredénou posloupnosti X}, je posloupnost y;

tvofena p-krat opakovanou posloupnosti (1/p) z;.

5.26 Transformace zredéné posloupnosti

Obrazem posloupnosti, vytvorené p-krat zredénou posloupnosti z;, je posloupnost, ktera

je rovna p-krat opakovanému obrazu puvodni posloupnosti.

5.27 Zpétna transformace opakované posloupnosti

Originalem k posloupnosti, tvofené p-krat opakovanou posloupnosti, je p-krat ziedénd

posloupnost z;.
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Kapitola 6

Hudebni akustika

6.1 Vyska ténu
Charakteristickym rysem ténu je periodicky prubéh, tj.
fO)=ft+T)
Nejjednodussi periodicky pribéh je mozno vyjadrit vztahem
f(t) = Asin (wt) = Asin (27 ft)

Tato rovnice plné charakterizuje tak zvany cisty (sinusovy) tdon, ktery jako pfirozeny ne-

existuje. Nejvice se mu blizi tén flétny a varhan.

Obecné se setkdvame s tony slozenymi
f)= Z A, sin 2mnft + ¢,)

které se vyznacuji ”barvou”.

Rozeznavame dveé formy vysky:

1. vyska absolutni,

Je dana primo kmitoctem.
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2. vyska relativni,

Vyjadiuje hudebni interval mezi zkoumanym a zakladnim ténem.

Jako zakladni interval hudebnich systému se obvykle bere oktdva, pro kterou plati:

f2_
5

I v oblasti vniméani vysky se uplatnuje Weberuv-Fechneruv zdkon, proto je vyhodné do vy-

jadfovéni hodnoty frekvence zavadét logaritmus (logaritmicka stupnice na ose frekvence).

118



6.1.1 Déleni akustického a hudebniho pasma

Fyzikéalni akustika
Referencni kmitocet: 1000Hz
Srovnévaci tén: 125Hz

Ténova hladina (F):
F =log, L 3.32logyq 2 [octa]
Jo Jo

V tomto déleni jsou realizovany i rozsahy méricich elektroakustickych zarizeni. Pro potiebu
podrobnéjsich analyz se oktavova pasma dale déli na fadu pasem tretino-oktavovych, pro

presna melodicka meéfeni se zavadi centioktava:

1
1[coctal = 100 [octal

Oznaceni oktavy | Kmitocet [Hz|
-3 16
-2 31.5
-1 63
0 125

1 250
2 500
3 1000
4 2000
5 4000
6 8000
7 16000

Hudebni akustika

Komorni a (a'): 440Hz
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Néazev oktavy Zakladni tén | Kmitoctové pasmo [Hz|
Subkontra oktava Cy 16.6-30.94
Kontra oktava Cy 33-61.88
Velké oktava C 66-123.35
Mala oktava c 132-247
Jednoc¢arkovana oktéva ct 264-495
Dvoucérkovand oktéva c? 528-990
Tiicarkovand oktava 3 1056-1980
Ctyicarkovana oktéva c* 2122-3960
Péticdrkovand oktdva cd 4224-7920

ton zakladni (prvni harmonicka)

tény alikvétni (vyssi harmonické)
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6.1.2 Vnimani absolutni vysky

Vniméni vysky neni pouze funkei kmitoctu, ale zavisi i na intenzité.

Nerovnomérna citlivost sluchu na kmitoc¢tové zmény. Na intonac¢ni zmény je ucho nejc-
itlivejsi v oblasti 2000-2500 Hz.

Vnimani intonac¢nich zmén zavisi téz na casu poslechu.

Vniméni vysky je ovliviiovano i nelinedrnim zkreslenim ve sluchovém orgénu. Subjektivné

slysime i neexistujici kombinaéni tény (diferencni a sumacni).

6.1.3 Relativni vyska ténu, hudebni interval

Rada intervalovych stupiiti je geometricks, coz odpovida i fyziologickym zékontm vniman.

Plati, ze:
e prvni harmonickd (f; = f) je zdkladnim ténem
e druhd harmonicka (fy = 2f) je oktava

e tieti harmonickd (f; = 3f) je kvinta pfenesend o oktdvu vyse

e Ctvrtd harmonickd (fy = 4f) je tén o dvé oktavy vyse
Zakladni pravidla pro pocitani s relativnimi vyskami:

1. Provadime-li soucet intervalu, pak vysledna relativni vyska je ddna sou¢inem dil¢ich

relativnich vysek.

2. Urcujeme-li rozdil intervall, pak vysledna relativni vyska je ddna podilem relativnich

vysek.

6.2 Barva tonu

zvukova spektra

Cisty tén (tén bez barvy)
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vy$si harmonické (rozdilny téinek sudych a lichych slozek)
neharmonické kmitocty (subharmonické, kombinaéni, obecné)

prechodové jevy (usttizeni pocatku, reprodukce pozpétku)
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6.3 Hudebni soustavy a stupnice

Problém: Jak rozdélit interval oktdavy?

6.3.1 Soustava Pythagorejska (kvintova)

Zékladem je postup kvint (2).

sekunda 9/8 (kvinta+kvinta-oktéva)
kvarta 4/3 (kvinta-sekunda)
sexta 27/16 | (sekunda+kvinta)
tercie 81/64 | (sextatkvinta-oktava)
septima 243/128 | (tercietkvinta)
& B2 5[5 |F %

Absolutni
vyska f{Hz] |120 (135 | 152 | 160 | 180 | 202 | 227 | 240
= kmitoZet
;"35‘2’"';; Vi | 9/ |8V 4/3 | 3/ 27/,4 243 2/
-interval‘ /hT

Interv

mer ;'upn. %s | % z"/:«L %8| 9/8 | 9/s L“/m

Oznaceni 5

intervalu .§~§ 0§ 2 _§.§ _5.5 _§,§ %

Obr. 32: Schéma pythagorejské soustavy (kvintové)
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6.3.2 Soustava didymicka (harmonicka)

Zékladem je pohyb kvinty (2) a ¢isté tercie (2).

sexta 5/3 | (kvarta+tercie)
septima | 15/8 | (kvinta+tercie)

Hudebni ® 2 o | & | B ]

stupers E 1S |8 |§ & F %3
s |3 S | 2|8 § %

Absolutni

vyska f[Hz] | 120 | 135 | 150 | 160 | 180 | 200 | 225 | 240

~kmitotet

Relatlvnif

vwska 2 | vy | 98 | 5/a | 43| 32| 5/3|15/8 | 2/

=interval

Isrma;;ia et 9/8| 10/9| BAs 9/g | 10/ | 9/ |16/4g

5
fs

Obr. 33: Schéma didymické soustavy (terciové)

Oznadeni
intervalu

23 221581
5 |28 3% |2

velky
cely ton
paiton

124



6.3.3 Rovnomeérné temperované ladéni

Délen{ na 12 pulténi je provedeno ¢isté matematicky, tedy oktdva = 2 12

= a

a =2 /2 = 1.05946

Mezi temperované nastroje patii:
e klavesové nastroje,

e cimbal,

e xylofon, vibrafon, zvonkova hra.

Bach: Dobie temperovany klavir

6.3.4 Centova stupnice

Slouzi pro presné vyjadieni intonacnich rozdilu.
Oktava obsahuje 1200 centu.

Zakladni vztah pro relativni vysku intervalu:

fa _ 9a/1200
S
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6.4 Akusticka vystavba hudby

H (hiasitost)

rovina témbru rovina dynamiky

t(cas)

rovina melodicka
f vyska)

Obr. 34: Prostor hudebniho projevu

6.4.1 Akustické vlastnosti péveckého hlasu
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6.5 Hudebni nastroje pohledem akustika

Podle funkce jednotlivych dili hudebniho nastroje:
e vibrator,
e generator,

e amplifikator.

Podle vzniku tént:
e chordofony,

e acrofony,

e membranofony,
e idiofony,

e clektrofonické néstroje.
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Rozdéleni hudebnich néastroju

VIBRATOR GENERATOR | AMPLIFIKATGR/DEBN{
NASTROJE
smycce housle, viola,
violoncello,
CHORDOFONY rezonanéni skifnkontrabas
prsty (drnkéni) harfa, kytara
trsatko mandolina,
banjo
kladivkova klavir, piano
mechanika
drnkaci kon- cembalo
strukce
palicky (1zickové) cimbal
naustek se rtem flétna, pikola
jazycek (titinovy klarinet,
A ERQERONY sldﬂ%‘&k) rezonancni téldsh3sbrrisieti
saxofon
strojek hoboj, fagot
(dvouplatkovy)
natrubek tromba, pozoun,

kovové jazycky

vSechny typy
retnych i
jazyckovych
generatoru

tuba, lesni roh

harmonium,

harmonika

varhany
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| palicky kotel tympany
MEMBR%IBRoNY kovovy vélec | velky  buben,
maly buben
rikot valec, tom-tom,
nékdy soudek | bongo-bongo,
¢insky buben
napnuta tamburina
blana S
plisky
drevéné palicky xylofon
desticky (1zickovité)
kladivkova o, celesta
IDIGPONYIatkynechanika resOnane TRy
palicky (oplsténé) vibrafon
kladivkové zvonkova hra
palicky
rourové palicka zvony
tyce
ocelova ty¢ | kovova tycinka triangl
kovové palicka, tam-tam, ¢inely
desky vzajemny uder
(vypouklé)
kovové palicka gong
desky
(ohnuté)
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