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Abstrakt

This paper report on a technique for the analysis of propagating multimode sig-
nals. The method involves a 2-D Fourier transformation of the time history of the
waves received at a series of equally spaced positions along the propagation path. The
output of the transform being presented using an isometric projection which gives
a 3-D view of the wave number dispersion curves. The time history of the waves
was obtained by the commercial finite element (FE) code, MARC. The results of
numerical studies and the dispersion curves of Lamb waves propagating in the 2.0-
mm-thick steel plate are presented. The results are in good agreement with analytical
predictions and show the effectiveness of using the 2-D Fourier transform method
to identify and measure the amplitudes of individual Lamb modes.

Key words: guided waves, Fourier transform
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1 Úvod

Aplikace tradičńıch ultrazvukových metod, např. pulsńı echo, jsou omezeny na testováńı
relativně jednoduchých geometríı nebo podrobně zkoumaj́ı pouze oblast v bezprostředńım
okoĺı sńımače. Nové ultrazvukové metody využ́ıvaj́ı pro vyšetřováńı konstrukčńıch prvk̊u
tzv. vlnovodné vlny (guided waves). Výhody těchto metod spoč́ıvaj́ı ve schopnosti otesto-
vat celý konstrukčńı prvek jediným měřeńım a ve schopnosti testovat i nepř́ıstupné oblasti
složitých komponent.
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Š́ı̌reńı guided waves ve složitých strukturách je komplikovaný proces, který se obt́ıžně
popisuje a interpretuje. Neustále se vyv́ıj́ı prostředky pro modelováńı tohoto š́ı̌reńı.

Jeden z př́ıstup̊u k modelováńı š́ı̌reńı guided waves spoč́ıvá v analytickém řešeńı dife-
renciálńıch pohybových rovnic s př́ıslušnými okrajovými a počátečńımi podmı́nkami. Tento
postup byl již aplikován na řadě jednoduchých geometríı, s uvažováńım homogenńıho a
izotropńıho materiálu (viz [Gra75] a [Mik78]). Tyto rovnice se však pro komplikovaněǰśı
geometrie nebo nehomogenńı materiály stávaj́ı neřešitelnými.

Jiný př́ıstup k této problematice zahrnuje numerická řešeńı. Existuj́ı tři hlavńı nume-
rické metody, které mohou být pro tento problém použity: metoda konečných diferenćı
(MKD), metoda konečných prvk̊u (MKP) nebo metoda hraničńıch prvk̊u (MHP). MKD
byla prvńı numerická metoda, která byla aplikována na studium š́ı̌reńı napět’ových vln.
MHP je výhodná v tom, že potřebuje diskretizovat pouze povrch zkoumaného vzorku;
numerický problém se t́ım o jednu dimenzi redukuje. Naopak primárńı výhoda MKP
spoč́ıvá v dostupnosti řady komerčńıch MKP programů, tedy odpadá potřeba vývoje
vlastńıho programového kódu.

Ćılem tohoto výzkumu je porovnat známé analytické řešeńı problému š́ı̌reńı guided waves
v tlusté desce s řešeńım źıskaným numericky.

2 Numerické modelováńı metodou konečných prvk̊u

Časové a prostorové rozlǐseńı konečně-prvkového modelu je kritické pro konvergenci nu-
merického řešeńı. Volba odpov́ıdaj́ıćıho integračńıho časového kroku, ∆t, je velice d̊uležitá
pro přesnost řešeńı. Obecně, zmenšováńım integračńıch časových krok̊u můžeme model
zpřesňovat. S časovými kroky, která jsou př́ılǐs dlouhé, nejsou vysokofrekvenčńı složky
dostatečně přesně rozlǐseny. Naopak, př́ılǐs malé časové kroky jsou plýtváńım výpočetńıho
času. Nezbývá tedy nic jiného, než nalézti nějaký kompromis. Podle našich zkušenost́ı je
dostatečné volit 20 bod̊u na periodu nejvyšš́ı frekvenčńı složky. Toto pravidlo lze vyjádřit
vztahem:

∆t =
1

20fmax
, (1)

kde fmax je nejvyšš́ı frekvence, která nás zaj́ımá. Určeńım nejvyšš́ı frekvence vln š́ı̌ŕıćıch se
strukturou a použit́ım vztahu (1) dostaneme časový krok,∆t, který je dostatečně malý pro
modelováńı časového chováńı š́ı̌reńı guided waves. Pokud se vstupńı funkce bĺıž́ı skokové
funkci, nemuśı poměr daný vztahem (1) zajistit dostatečné časové rozlǐseńı. V některých
př́ıpadech muśı být tento poměr zvýšen až na desetinásobek. Potřebný časový krok může
být také odvozen z času, který potřebuje nejrychleǰśı vlna na překonáńı vzdálenosti dvou
nejbližš́ıch bod̊u śıtě.

Velikost prvk̊u se voĺı takovým zp̊usobem, aby se zachovalo prostorové rozlǐseńı š́ı̌ŕıćıch se
vln. Ze zkušenosti lze ř́ıci, že je potřeba uvažovat alespoň 20 bod̊u na nejkratš́ı vlnovou
délku. Toto pravidlo lze vyjádřit vztahem:

le =
λmin

20
, (2)



kde le je délka prvku a λmin je nejkratš́ı vlnová délka, která nás zaj́ımá. Pokud jsou
zapotřeb́ı vysoce přesné numerické výsledky, nemuśı být vztah (2) dostatečný a je třeba
uvažovat vyšš́ı úroveň diskretizace.

Ze vztah̊u (1) a (2) vyplývá, že problémy vysokofrekvenčńıho vlnového š́ı̌reńı vyžaduj́ı
enormńı výpočetńı zdroje. Výpočty těchto problémů vedou na vysoké hodnoty fmax a
malé hodnoty λmin, což znamená velice hustou śıt’ a velmi malý integračńı časový krok.

Abychom pochopili chováńı MKP aplikované na řešeńı problému guided waves, uvažovali
jsme relativně jednoduchou geometrii: 2 mm silnou a 100 mm dlouhou ocelovou desku, jaká
byla použita v [MJQ99]. Pro tuto geometrii existuje známé analytické řešeńı (Rayleigh-
Lambova rovnice, viz následuj́ıćı kapitola). MKP program použ́ıvaný pro tuto práci byl
MARC ver. K7.3.2 s pre- a post-procesorem MENTAT ver. 3.2.0, který byl instalován na
pracovńı stanici SGI OCTANE (procesor R 10000, 195 MHz, 256 MB RAM, 4+9 GB HD).
Geometrické a materiálové vlastnosti konečně-prvkového modelu jsou uvedeny v tabulce 1.
Horńı levý roh desky, která je modelována čtvercovými prvky (le = 0.1 mm), je zat́ıžen
výchylkou v x -ovém a y-ovém směru. Obrázek 1 znázorňuje aplikované výchylky v r̊uzných
uzlech horńıho levého rohu desky. Časový pr̊uběh těchto výchylek je trojúhelńıkový puls se
š́ı̌rkou 0.2 µs. Zp̊usob zat́ıžeńı nemá žádný praktický význam, jde jen o to, aby se vybudily
vysokofrekvenčńı vlny. Ćılem tohoto modelu je ukázat disperzńı jevy až do frekvence, f ,
5 MHz. Podle výše uvedených doporučeńı je tento transientńı problém řešen s integračńım
časovým krokem, ∆t = 10−8 s. Při MKP řešeńı bylo použito metody centrálńıch diferenćı.

Geometrické vlastnosti Materiálové vlastnosti
Š́ı̌rka 2 [mm] Young̊uv modul 2.1011 [Pa]
Délka 100 [mm] Poissonovo č́ıslo 0.29 [-]
Typ prvku 4-uzlový Hustota 7850 [kg/m3]
Velikost prvku 0.1 [mm] Rychlost dilatačńı vlny 5778 [m/s]
Počet prvk̊u 20000 [-] Rychlost smykové vlny 3142 [m/s]
Počet uzl̊u 21021 [-] Rychlost Rayleighovy vlny 2909 [m/s]

Tabulka 1: MKP model a materiálové vlastnosti

le

Obrázek 1: Aplikované zat́ıžeńı.



3 Disperzńı křivky

V následuj́ıćı analýze se předpokládá lineárńı (elastický), isotropńı, homogenńı, nepiezoelek-
trický a neabsorbuj́ıćı materiál. Uvažujme harmonickou vlnu š́ı̌ŕıćı se deskou; souřadnicový
systém viz obrázek 2; výchylka na povrchu, u(x, t), může být popsána obecným analy-
tickým výrazem (viz Brekhovskikh [Bre60]) jako,

u (x, t) = A (ω) ei(ωt−kx−θ) , (3)

kde A(ω) je frekvenčně závislá amplitudová konstanta, ω = 2πf je úhlová frekvence,
vlnové č́ıslo k = ω/c, c je fázová rychlost a θ označuje fázi.

Lambovy vlny jsou dvojrozměrné š́ı̌ŕıćı se vibrace ve volných deskách. Jejich výchylky
mohou být symetrické (symetrické módy) nebo antisymetrické (antisymetrické módy)
vzhledem ke středńı rovině desky. Rychlosti všech Lambových vln jsou disperzńı a v desce
tloušt’ky 2d bude pro frekvenci f existovat konečný počet mód̊u š́ı̌reńı, které mohou být
určeny z počtu reálných kořen̊u Rayleigh-Lambovy rovnice. Fázové rychlosti Lambových
vln jako funkce vlnového č́ısla mohou být źıskány řešeńım následuj́ıćıch transcendentálńıch
rovnic:

tan 2π
λ
d
√

(c/c2)2 − 1

tan 2π
λ
d
√

(c/c1)2 − 1
+

4

√[
(c/c1)2 − 1

] [
(c/c2)2 − 1

]
[
2− (c/c2)2

]2

±1

= 0 . (4)

Znaménko + resp. - se vztahuje k symetrickým resp. antisymetrickým Lambovým vlnám.
c1 resp. c2 je rychlost dilatačńı resp. př́ıčné vlny. Grupová rychlost, cg = ∂ω/∂k, může
být vypočtena jakmile je známa fázová rychlost jako funkce vlnové délky. Obrázek 3
znázorňuje prvńıch deset disperzńıch křivek jak pro symetrické, tak pro antisymetrické
Lambovy vlny. Obrázky 3a) a b) znázorňuj́ı disperzńı křivky vypočtené podle vztahu (4).
Obrázky 3c) a d) znázorňuj́ı disperzńı křivky Lambových vln š́ı̌ŕıćıch se v 2.0 mm silné
ocelové desce, kde c1 = 5778 m/s a c2 = 3142 m/s.
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Obrázek 2: Schématická reprezentace geometrie desky a použitý souřadnicový systém.
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Obrázek 3: Disperzńı křivky Lambových vln.

4 Dvojrozměrná spektrálńı metoda

Kĺıčový problém týkaj́ıćı se kvantitativńıho měřeńı charakteristik š́ı̌reńı Lambových vln
spoč́ıvá ve skutečnosti, že pro libovolnou frekvenci může existovat v́ıce mód̊u š́ı̌reńı. Dvo-
jrozměrná FFT metoda popsaná v [AC91] je rozš́ı̌reńım jednorozměrné spektrálńı metody
vyvinuté Sachsem a Paoem [SP78] pro měřeńı rychlosti napět’ových vln.

Š́ı̌ŕıćı se Lambovy vlny jsou harmonické jak ve frekvenčńı, tak v prostorové oblasti,
jak lze nahlédnout ze vztahu (3). Provedeńım časové Fourierovy transformace přejdeme
z časové do frekvenčńı oblasti. Následným provedeńım prostorové Fourierovy transfor-
mace přejdeme do oblasti frekvence-vlnové č́ıslo, kde lze měřit amplitudy a vlnová č́ısla
jednotlivých mód̊u.

Dvojrozměrná Fourierova transformace vztahu (3) je dána vztahem

H (k, f) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
u (x, t) e−i(kx+ωt)dxdt . (5)



Jelikož vypočtené i naměřené výchylky budou dány v diskrétńıch bodech, použijeme
diskrétńı Fourierovu transformaci. Diskrétńı dvojrozměrná Fourierova transformace může
být definována podobným zp̊usobem jako jednorozměrná DFT. Výsledkem této trans-
formace bude dvojrozměrné pole amplitud v diskrétńıch frekvenćıch a vlnových č́ıslech.
Jako v jednorozměrném př́ıpadě muśı být odstraněn aliasing vzorkováńım dat dostatečně
vysokou frekvenćı v časové oblasti i v oblasti vlnových č́ısel. Jelikož signály nebudou
obvykle periodické vzhledem k časovému a prostorovému vzorkovaćımu okénku, objev́ı
se rozptyly, které mohou být redukovány okénkovými funkcemi, např. Hannovo okénko.
K přesněǰśımu určeńı frekvence a vlnového č́ısla maximálńıch amplitud mohou být za
konce signál̊u doplněny nuly.

Algoritmus:

1. Vytvoř́ı se pole (sloupcově) z experimentálně nebo numericky źıskaných časových
historíı výchylek sejmutých z řady ekvidistantně rozmı́stěných bod̊u podél cesty
š́ı̌reńı.

2. Provede se časová Fourierova transformace každého sloupce pole, č́ımž se źıská
frekvenčńı spektrum pro každou časovou historii.

3. Provede se prostorová Fourierova transformace každého řádku (nyńı sestaveného
ze složek stejné frekvence), č́ımž se źıská informace o amplitudách nad oblast́ı
frekvence-vlnové č́ıslo.

Pro demonstraci 2D-FFT budeme uvažovat pouze x -ové výchylky v uzlech na horńım
povrchu desky. Aby se odstranil aliasing pro uvažovaný rozsah vlnových č́ısel a frekvenćı,
muśı být časová i prostorová vzorkovaćı rychlost pro 2D-FFT vybrána dosti vysoká.
Poněvadž uvažovaná horńı frekvenčńı mez je 5 MHz, je použita vzorkovaćı rychlost ∆T =
10−7 s. Z pohledu MKP vedou prvky délky le = 0.1 mm k přesným výsledk̊um pro
λ > λmin = 2 mm [viz vztah (2)]. Z toho plyne maximálńı hodnota pro 1/λ = 500 m−1.
Proto je použit prostorový vzorkovaćı krok ∆x = 0.5 mm. To znamená, že pro 2D-FFT
jsou zapotřeb́ı pouze řešeńı z každého pátého bodu na povrchu desky a to pro každý
desátý časový krok. Abychom dostali signál bez odraz̊u od pravého konce desky, oř́ızneme
časový signál Hannovo okénkem o š́ı̌rce 17 µs, což odpov́ıdá času, který potřebuje dilatačńı
vlna k dostižeńı pravého okraje desky. Řešeńı pro časy větš́ı než 17 µs jsou ignorována a
nahrazena nulami pro zvýšeńı frekvenčńıho rozlǐseńı časové FFT.

Obrázek 4 znázorňuje pseudobarevný graf amplitud nad oblast́ı frekvence-vlnové č́ıslo.
Z obrázku je zřejmé, že významněǰśı amplitudy jsou pouze pro jisté kombinace vlnového
č́ısla a frekvence; tyto hodnoty jsou řešeńım vztahu (4). Přesná řešeńı vztahu (4) jsou do
obrázku zakreslena plnými čarami. Povšimněte si, že existuj́ı také nějaké rušivé špičky
vyvolané chybami vzorkováńı a chybami numerickými.

Pro tento MKP model je doporučeného poměru λ/le = 20 dosaženo pro 1/λ = 500 m−1.
Skutečnost, že existuje dobrá shoda i pro vyšš́ı hodnoty 1/λ, vede k závěru, že toto
omezeńı vlnové délky neńı tak kritické. Avšak poměr mezi integračńım časovým krokem
∆t a frekvenćı fmax je mnohem kritičtěǰśı; numerická řešeńı se zhoršuj́ı, jak se poměr
1/(∆t fmax) bĺıž́ı k doporučené hodnotě 20. Závěrem lze konstatovat, že tento model
desky prokázal použitelnost komerčńıho MKP systému pro modelováńı disperzńı povahy
guided waves.



0 100 200 300 400 500 600
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

1/λ  [m−1]

f  
[M

H
z]

Obrázek 4: Pseudobarevný graf spektra 1/λ− f .

5 Závěr

Tento výzkum jasně ilustruje efektivnost použit́ı MKP pro modelováńı š́ı̌reńı dvojrozměrných
guided waves. Výzkum stanovuje základńı mechanismy pro numerická výpočty š́ı̌reńı
guided waves ve složitých konstrukčńıch prvćıch a už́ıvá výkonných pre- a post-procesoro-
vých schopnost́ı komerčńıch MKP systémů ke studiu a interpretaci jevu š́ı̌reńı guided
waves.

Pr̊uzkum vlivu dvou nejd̊uležitěǰśıch parametr̊u MKP, hustota śıtě (velikost prvku) a ve-
likost časového kroku mezi body řešeńı (integračńı časový krok), je studován na problému,
u kterého je známo analytické řešeńı (tlustá deska). MKP řešeńı konverguje pro jisté hod-
noty velikosti prvku a integračńıho časového kroku. Tato optimalizace je d̊uležitá pro
odstraněńı zbytečně vysokých hardwarových požadavk̊u a enormńıch celkových výpočet-
ńıch čas̊u. Nejvyšš́ı frekvence vlny má vliv na integračńı časový krok, zat́ımco nejkratš́ı
vlnová délka ovlivňuje velikost prvku. Numerické výsledky jsou v naprosté shodě s ana-
lytickým řešeńım.

Daľśı výhodou MKP modelu je skutečnost, že numerické výsledky mohou být elegantně
prezentovány použit́ım vestavěných post-procesorových schopnost́ı. Např. sńımek rozložeńı



výchylek nebo barevný graf napět’ového pole mohou poskytnout nový pohled na jev š́ı̌reńı
vln.
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