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INTERPRETACE FALEŠNÝCH KOŘENŮ OBJEVUJÍCÍCH SE
VE VÝPOČTECH DISPERZNÍCH KŘIVEK TLUSTÝCH DESEK

INTERPRETATION OF THE FALSE ROOTS
IN THE DISPERSION CURVES OF THICK PLATES

Petr HORA, Olga ČERVENÁ 1

Abstract: This paper deals with the interpretation of the false roots appearing in the numerical
computation of thick plate dispersion curves from isotropic or anisotropic materials. The examples
of false roots, the reasons of their occurrence, the possibilities of their detection and removing are
presented here. Dispersion curves are computed for steel and the unidirectional composite.
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1. Úvod
Při numerických výpočtech disperznı́ch závislostı́ tlustých desek pro ortotropnı́ mate-

riály jsme narazili na problém s výskytem falešných disperznı́ch křivek. V následujı́cı́ch
kapitolách provedeme interpretaci tohoto jevu a ukážeme si, proč se nejedná o skutečné
disperznı́ křivky. Jelikož se podobné chovánı́ vyskytuje i u disperznı́ch křivek pro izotropnı́
tlustou desku, začneme analýzou disperze v izotropnı́ch deskách.

2. Izotropnı́ deska
Disperznı́ závislosti pro symetrické módy v izotropnı́ desce jsou dány známým vztahem

(viz např. [1]):

4δβ sinh (kdδ) cosh (kdβ)−
(

c2

c22
− 2

)2
sinh (kdβ) cosh (kdδ) = 0, (1)

kde δ =
√
1− c2

c21
, β =

√
1− c2

c22
, k je vlnové čı́slo, d je polovina tloušt’ky desky, c je

fázová rychlost, c1 rychlost podélných a c2 rychlost přı́čných vln.
Disperznı́ závislosti pro antisymetrické módy v izotropnı́ desce jsou dány obdobně

vztahem:

4δβ sinh (kdβ) cosh (kdδ)−
(

c2

c22
− 2

)2
sinh (kdδ) cosh (kdβ) = 0. (2)

Průběh disperznı́ch větvı́ pro symetrické resp. antisymetrické módy je znázorněn na
obr. 1 resp. obr. 3, Poissonovo čı́slo je 0.3.

Po dosazenı́ za δ a β do vztahu (1) je zřejmé, že kořenem by pro symetrické módy
měla být i rychlost c2. Na obr. 2 je vynesena levá strana rovnice (1) v závislosti na
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Obr. 1: Disperznı́ křivky pro symetrické módy izotropnı́ desky
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Obr. 2: Průběh funkce (1) pro symetrické módy.

fázové rychlosti c v řezu zobrazeném na obr. 1. Že se nejedná o skutečný kořen disperznı́
závislosti, se lze přesvědčit výpočtem odpovı́dajı́cı́ch výchylek.

Výchylky ve směru osy x pro symetrické módy jsou dány vztahy:

ux =
ic22
kc2

[(
c2

c22
− 2

)
sinh(kdβ) cosh(kzδ) + 2βδ sinh(kdδ) cosh(kzβ)

]
, (3)

výchylky ve směru osy z

uz =
δc22
kc2

[(
c2

c22
− 2

)
sinh(kdβ) sinh(kzδ) + 2 sinh(kdδ) sinh(kzβ)

]
. (4)

Dosadı́me-li do těchto vztahů c = c2, vyjdou nám výchylky nulové a nejedná se tudı́ž
o skutečnou disperznı́ křivku.

Obdobně pro antisymetrické módy po dosazenı́ za δ a β do vztahu (2) je zřejmé, že
kořenem by měla být tentokrát rychlost c1. Na obr. 4 je vynesena levá strana rovnice (2)
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Obr. 3: Disperznı́ křivky pro antismetrické módy izotropnı́ desky
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Obr. 4: Průběh funkce (2) pro antismetrické módy

v závislosti na fázové rychlosti c v řezu zobrazeném na obr. 3. Že se nejedná o skutečný
kořen disperznı́ závislosti, se lze opět přesvědčit výpočtem odpovı́dajı́cı́ch výchylek:

ux =
ic22
kc2

[(
c2

c22
− 2

)
cosh(kdβ) sinh(kzδ) + 2βδ cosh(kdδ) sinh(kzβ)

]
, (5)

uz =
δc22
kc2

[(
c2

c22
− 2

)
cosh(kdβ) cosh(kzδ) + 2 cosh(kdδ) cosh(kzβ)

]
. (6)

Dosadı́me-li do těchto vztahů c = c1, vyjdou nám výchylky nulové a nejedná se tudı́ž
o skutečnou disperznı́ křivku. Při numerickém hledánı́ kořenů nám tyto falešné křivky
nedělajı́ problémy, nebot’neprotı́najı́ nulu.
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2. Ortotropnı́ deska
K zı́skánı́ analytických disperznı́ch vztahů jsme použili metodu parciálnı́ch vln, uve-

denou v [2], která předpokládá, že se řešenı́ skládá z jednoduchých vln exponenciálnı́ho
typu, které putujı́ mezi okraji desky. Každá parciálnı́ vlna musı́ mı́t stejnou hodnotu kx =
k = ω/c, kde c je fázová rychlost vlny v desce. Řešenı́ má tvar uj = αj exp [ik(x+ lzz)],
(j = x, y, z a lz = kz/kx), pro každé parciálnı́ vlnové řešenı́. uj jsou složky výchylek, kj

složky vlnového vektoru a αj složky polarizace parciálnı́ch vln. Substitucı́ předpokláda-
ného řešenı́ do Christoffelovy rovnice zı́skáme soustavu třı́ homogennı́ch lineárnı́ch rovnic
pro αx, αy a αz. Netriviálnı́ řešenı́ existuje, pouze pokud je determinant soustavy nulový.
To vede na polynom šestého řádu pro lz, který má šest kořenů l(n)z , n = 1, . . . , 6. Parciálnı́
vlnové řešenı́ definované těmito kořeny odpovı́dá třem dopadajı́cı́m a třem odraženým
vlnám.

Disperznı́ vztahy pro obecný úhel šı́řenı́ φ v ortotropnı́ desce, odvozené v [3], jsou pro
symetrické módy:

cotg
(
l(1)z kd

)
A+ cotg

(
l(3)z kd

)
B + cotg

(
l(5)z kd

)
C = 0, (7)

pro antisymetrické módy:

tg
(
l(1)z kd

)
A+ tg

(
l(3)z kd

)
B + tg

(
l(5)z kd

)
C = 0, (8)

kde

A =
(
D(3)x D(5)y −D(5)x D(3)y

) [
D(1)z +

(
E(1)x − E(1)y

)
cosφ (c13 − c23)

]
c44c55,

B =
(
D(5)x D(1)y −D(1)x D(5)y

) [
D(3)z +

(
E(3)x − E(3)y

)
cosφ (c13 − c23)

]
c44c55,

C =
(
D(1)x D(3)y −D(3)x D(1)y

) [
D(5)z +

(
E(5)x − E(5)y

)
cosφ (c13 − c23)

]
c44c55,

D(n)x = α(n)x l(n)z + α(n)z ,

D(n)y = α(n)y l(n)z ,

D(n)z = α(n)z l(n)z c33 + α(n)x c23,

E(n)x = α(n)x cosφ,

E(n)y = α(n)y sinφ,

α(n)x = c33 g1 l
(n)4
z + (g1 g2 + c33 g3 − g24) l(n)

2

z + g2 g3,

α(n)y = −c33 g5 l
(n)4
z + (g4 g6 + c33 g7 − g2 g5) l(n)

2

z + g2 g7,

α(n)z =
(
(g4 g5 − g1 g6) l(n)

2

z − (g3 g6 + g4 g7)
)

l(n)z ,



pro n = 1, 3, 5

g1 = sin2 φ c55 + cos2 φ c44,

g2 = sin2 φ c44 + cos2 φ c55 − ρ c2,

g3 = sin2 φ cos2 φ (c11 − 2 c12 + c22 − 4 c66) + c66 − ρ c2,

g4 = sinφ cosφ (c23 − c13 + c44 − c55) ,

g5 = sinφ cosφ (c44 − c55) ,

g6 = sin2 φ (c23 + c44) + cos2 φ (c13 + c55) ,

g7 = sinφ cosφ (c12 − c22 + 2 c66 + (c11 − 2 c12 + c22 − 4 c66) cos2 φ) .
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Obr. 5: Disperznı́ křivky pro symetrické módy v ortotropnı́ desce a směr šı́řenı́ 30◦

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

0

c [m/s]

f

11 x

Re(f )
Im(f )

Obr. 6: Průběh funkce (7) pro symetrické módy pro ortotropnı́ desku pro φ = 30◦

Průběh vypočtených disperznı́ch větvı́ pro symetrické módy ortotropnı́ desky pro
směr šı́řenı́ φ = 30◦ je znázorněn na obr. 5. Materiál použitý pro výpočty (uhlı́kový
kompozit) měl následujı́cı́ parametry: c11 = 128.2 GPa, c12 = 6.9 GPa, c13 = 6.9 GPa,
c22 = 14.95 GPa, c23 = 7.33 GPa, c33 = 14.95 GPa, c44 = 3.81 GPa, c55 = 6.73 GPa,
c66 = 6.73 GPa a ρ= 1580 kg/m3, [4]. Na tomto obrázku je zajı́mavý předevšı́m výskyt
dvou bezdisperznı́ch křivek (vykresleny čárkovaně). Tyto křivky se křı́žı́ s ostatnı́mi, což
je v rozporu s teoriı́. Jelikož nás zajı́mala přı́čina jejich vzniku, vykreslili jsme si do obr. 6
levou stranu rovnice (7); šipkami je zvýrazněna poloha falešných kořenů. Z obrázku je
vidět, že na rozdı́l od přı́padu izotropnı́ desky, kde se funkce nuly dotkla, zde ji protı́ná.
Proto numerický program bez problémů průsečı́k s nulou detekoval jako platný kořen
disperznı́ křivky. Museli jsme proto hledat nějakou jinou metodu jak odstranit tyto falešné
kořeny. Vykreslili jsme si tedy v jejich okolı́ průběhy proměnných A, B a C z rovnice (7),
viz obr. 7 a 8 (reálná část je vykreslena černě, imaginárnı́ šedě). Z obrázků je patrné, že
v mı́stech falešných kořenů jsou všechny tři proměnné A, B i C rovny nule a proto je
splněna rovnice (7). Z těchto důvodů byl program doplněn o zachytávánı́ falešných kořenů,
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Obr. 7: Průběhy parametrů A,B,C pro ortotropnı́ desku pro φ = 30◦
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Obr. 8: Průběhy parametrů A,B,C pro ortotropnı́ desku pro φ = 30◦

které je založeno na detekci nulovosti proměnných A, B a C. Následnou analýzou jsme
zjistili, že výchylky pro symetrické módy v těchto falešných kořenech jsou nulové.

Průběh vypočtených disperznı́ch větvı́ pro antisymetrické módy ortotropnı́ desky pro
směr šı́řenı́ φ = 30◦ je znázorněn na obr. 9. Na tomto obrázku se vyskytuje pouze jedna
bezdisperznı́ křivka. Tato křivka se opět křı́žı́ s ostatnı́mi. Na obr. 10 je vykreslena levá
strana rovnice (8). Z obrázku je opět vidět, že zde funkce nulovou hodnotu protı́ná. Stejně
jako v přı́padě symetrických módů je tento falešný kořen způsoben nulovostı́ všech třı́
proměnných A, B a C, viz obr. 8. Následnou analýzou jsme zjistili, že i výchylky pro
antisymetrické módy v tomto falešném kořenu jsou nulové.
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Obr. 9: Disperznı́ křivky pro antismetrické módy v ortotropnı́ desce a směr šı́řenı́ 30◦
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Obr. 10: Průběh funkce (8) pro antisymetrické módy pro ortotropnı́ desku pro φ = 30◦

4. Závěr

Při numerických výpočtech disperznı́ch závislostı́ tlustých desek pro ortotropnı́ mate-
riály se vyskytuje problém s výskytem falešných disperznı́ch křivek. Přı́spěvek se zabývá
interpretacı́ těchto falešných křivek, jejich vznikem a možnostı́ odstraněnı́. Na začátku je
uveden přı́klad izotropnı́ tlusté desky, kde by se mohla rychlost c2 resp. c1 uvažovat jako
kořen disperznı́ rovnice pro symetrické resp. antisymetrické módy. Z výpočtu výchylek
pro tyto kořeny však jednoznačně vyplynulo, že se nejedná o skutečný kořen disperznı́
rovnice (výchylky byly nulové). Obdobně u ortotropnı́ tlusté desky bylo z výpočtu vý-
chylek prokázáno, že se nejedná o skutečné kořeny. Během analýzy falešných kořenů
disperznı́ch rovnic ortotropnı́ch tlustých desek se zjistilo, že za vznikem těchto falešných
kořenů stojı́ současná nulovost všech třı́ proměnných A, B a C z rovnic (7) a (8). Tento
poznatek jsme začlenili do numerického programu pro výpočet přı́slušných disperznı́ch
křivek, který jsme implementovali v jazyce MATLAB [5].
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