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INTERPRETACE FALESNYCH KORENU OBJEVU)J ICICH SE
VE VYPOCTECH DISPERZNICH KRIVEK TLUSTYCH DESEK

INTERPRETATION OF THE FALSE ROOTS
IN THE DISPERSION CURVES OF THICK PLATES

Petr HORA, Olga CERVENA !

Abstract: This paper deals with the interpretation of the false roots appearing in the numerical
computation of thick plate dispersion curves from isotropic or anisotropic materials. The examples
of false roots, the reasons of their occurrence, the possibilities of their detection and removing are
presented here. Dispersion curves are computed for steel and the unidirectional composite.
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1. Uvod
Pfi numerickych vypoctech disperznich zdvislosti tlustych desek pro ortotropni mate-
ridly jsme narazili na problém s vyskytem faleSnych disperznich kfivek. V nasledujicich
kapitolach provedeme interpretaci tohoto jevu a ukdZeme si, pro¢ se nejednd o skutecné
disperzni kfivky. JelikoZ se podobné chovéni vyskytuje i u disperznich kfivek pro izotropni
tlustou desku, zaCneme analyzou disperze v izotropnich deskdach.

2. Izotropni deska

Disperzni zavislosti pro symetrické médy v izotropni desce jsou ddny zndmym vztahem
(viz napt. [1]):

02

2
403 sinh (kdd) cosh (kdf) — <02 - 2) sinh (kd() cosh (kdd) = 0, (1)

2

kde § = /1 - %, 8 =,/1— %, k je vnové &islo, d je polovina tloustky desky, c je
1 2

fazova rychlost, ¢; rychlost podélnych a ¢, rychlost ptiénych vin.
Disperzni zavislosti pro antisymetrické mody v izotropni desce jsou dany obdobné
vztahem:
9 2
463 sinh (kd[3) cosh (kd§) — (; — 2) sinh (kdd) cosh (kdB) = 0. (2)
2
Prabéh disperznich vétvi pro symetrické resp. antisymetrické médy je znazornén na
obr. 1 resp. obr. 3, Poissonovo ¢islo je 0.3.
Po dosazeni za 0 a 3 do vztahu (1) je zfejmé, Ze kofenem by pro symetrické médy
méla byt i rychlost co. Na obr. 2 je vynesena leva strana rovnice (1) v zdvislosti na
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Obr. 2: Pribéh funkce (1) pro symetrické médy.

fizové rychlosti ¢ v fezu zobrazeném na obr. 1. Ze se nejednd o skuteény kofen disperzni
zavislosti, se l1ze presvédcit vypoctem odpovidajicich vychylek.
Vychylky ve sméru osy x pro symetrické médy jsou dany vztahy:
ic3 [(c?
Uy, = — || 5 — 2| sinh(kd@3) cosh(kz6) + 239 sinh(kdd) cosh(kzf)| , 3)

ke [\
vychylky ve sméru osy z

5 2 2
u, = ki; KCQ - 2) sinh(kd3) sinh(kz8) + 2 sinh(kds) sinh(k:zﬁ)] . (4)
c c5
Dosadime-li do téchto vztahtli ¢ = ¢, vyjdou ndm vychylky nulové a nejedna se tudiz
o skute¢nou disperzni kiivku.
Obdobné pro antisymetrické mody po dosazeni za § a (5 do vztahu (2) je zfejmé, Ze
kofenem by méla byt tentokrat rychlost c¢;. Na obr. 4 je vynesena leva strana rovnice (2)
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Obr. 3: Disperzni kfivky pro antismetrické mody izotropni desky
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Obr. 4: Pribéh funkce (2) pro antismetrické médy

v zévislosti na fazové rychlosti c v fezu zobrazeném na obr. 3. Ze se nejednd o skuteény
koten disperzni zavislosti, se 1ze opét presveédcit vypoctem odpovidajicich vychylek:

: 2 2
Uy = % K; - 2) cosh(kdp) sinh(kz8) + 235 cosh(kdo) sinh(kzﬁ)] NG
2
des [ (2
Us =35 a- 2 | cosh(kd[3) cosh(kzd) 4+ 2 cosh(kdd) cosh(kzp)| . (6)

Dosadime-li do téchto vztahtli ¢ = ¢, vyjdou ndm vychylky nulové a nejedna se tudiz
o skute¢nou disperzni kiivku. Pfi numerickém hleddni kofenti nim tyto falesné kiivky
nedélaji problémy, nebot’ neprotinaji nulu.
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2. Ortotropni deska
K ziskani analytickych disperznich vztahti jsme pouZzili metodu parcialnich vin, uve-

denou v [2], kterd predpoklada, Ze se feSeni skldda z jednoduchych vin exponencidlniho
typu, které putuji mezi okraji desky. Kazd4 parcidlni vlna musi mit stejnou hodnotu k, =
k = w/c, kde cje fazova rychlost viny v desce. Reeni mé tvar u; = a; exp [ik(z + 1.2)],
(j =x,y,zal, = k,/k,), pro kazdé parcidlni vinové feSeni. u; jsou slozky vychylek, k;
slozky vlnového vektoru a «; slozky polarizace parcidlnich vin. Substituci predpokldda-
ného feSeni do Christoffelovy rovnice ziskame soustavu tif homogennich linedrnich rovnic
pro o, oy, a or,. Netrividlni feSeni existuje, pouze pokud je determinant soustavy nulovy.
To vede na polynom $estého ¥4du pro I, ktery m4 Sest kofend /™, n = 1, ..., 6. Parcidlni
vlnové feSeni definované témito kofeny odpovidd tfem dopadajicim a tfem odrazenym
vlndm.

Disperzni vztahy pro obecny uhel Sifeni ¢ v ortotropni desce, odvozené v [3], jsou pro
symetrické mody:

cotg (I{Vkd) A+ cotg (IVkd) B + cotg (IPkd) C' =0, (7)

pro antisymetrické mody:

tg (IMkd) A+ tg (IPkd) B+ tg (1IPkd) C =0, (8)

A ( - E?Sl)) cos ¢ (c13 — 023)] C44Cs5,
B = (D 55 DM — D 1)D(5)> [D(?’) + (Eg(f’) — E(3)) cos ¢ (13 — 023)} C44Cs5,
C=( —~

Y

D) [D9 + (B — B®) cos ¢ (cr5 — c23)] caacss,

Y y Tz 0
Dgn) = O[gn) lzn) C33 + Oé;n) Co3,

pro n=1,3,5

o = c33 g1 l§”)4 + (9192 + c3393 — g3) lfﬁz + g2 93,

ol = —c33.95 19" + (g4 96 + c33.97 — 92.95) 1" + g2 g,

ol = ((g4 95— 9196) 1" — (93 96 + 9 97)) I,

g1 = sin® ¢ cs5 + cos? ¢ cuy,

g2 = sin® ¢ cyy 4 cos® P es5 — p

g3 = sin® ¢ cos? ¢ (c11 — 212 + 2o — 4 co) + o6 — p 2,
g4 = sin ¢ cos ¢ (cog — 13 + Caq — C55) ,

gs = sin¢cos ¢ (cas — ¢s5)

g6 = sin® ¢ (cos + caa) + cos® & (cr3 + cs5)

g7 =singcos @ (cra — 22 + 2 g6 + (€11 — 212 + o2 — 4 co) €OS% @) .
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Obr. 6: Pribéh funkce (7) pro symetrické mody pro ortotropni desku pro ¢ = 30°

Pribéh vypoctenych disperznich vétvi pro symetrické médy ortotropni desky pro
smér Sifeni ¢ = 30° je zndzornén na obr. 5. Materidl pouZity pro vypocty (uhlikovy
kompozit) mél nasledujici parametry: c1; = 128.2 GPa, c¢12 = 6.9 GPa, ¢35 = 6.9 GPa,
Coo = 14.95 GPa, Co3 = 7.33 GPa, C33 — 14.95 GPa, Cqq4 = 3.81 GPa, Cs5 — 6.73 GPa,
ces = 6.73 GPa a p = 1580 kg/m?, [4]. Na tomto obrdzku je zajimavy pfedevsim vyskyt
dvou bezdisperznich kfivek (vykresleny ¢arkované). Tyto kiivky se kiiZi s ostatnimi, coz
je v rozporu s teorii. JelikoZ nds zajimala pricina jejich vzniku, vykreslili jsme si do obr. 6
levou stranu rovnice (7); Sipkami je zvyraznéna poloha faleSnych kofenti. Z obrazku je
vidét, Ze na rozdil od pfipadu izotropni desky, kde se funkce nuly dotkla, zde ji protind.
Proto numericky program bez problémi prisecik s nulou detekoval jako platny kofen
disperzni kiivky. Museli jsme proto hledat néjakou jinou metodu jak odstranit tyto falesné
koreny. Vykreslili jsme si tedy v jejich okoli prib€hy proménnych A, B a C' z rovnice (7),
viz obr. 7 a 8 (redlna Cast je vykreslena Cerné, imaginarni Sedé€). Z obrazki je patrné, Ze
v mistech faleSnych kofentl jsou vSechny tii proménné A, B i C rovny nule a proto je
splnénarovnice (7). Z téchto diivodii byl program doplnén o zachytdvani faleSnych kotrent,
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Obr. 7: Pribéhy parametri A,B,C pro ortotropni desku pro ¢ = 30°
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Obr. 8: Priibéhy parametrti A,B,C pro ortotropni desku pro ¢ = 30°

které je zaloZeno na detekci nulovosti promé€nnych A, B a C. Naslednou analyzou jsme
zjistili, Ze vychylky pro symetrické médy v téchto faleSnych kotenech jsou nulové.

Pribéh vypoctenych disperznich vétvi pro antisymetrické médy ortotropni desky pro
smér Siteni ¢ = 30° je zndzornén na obr. 9. Na tomto obrdzku se vyskytuje pouze jedna
bezdisperzni kiivka. Tato kiivka se opét kiizi s ostatnimi. Na obr. 10 je vykreslena leva
strana rovnice (8). Z obrazku je opét vidét, Zze zde funkce nulovou hodnotu protina. Stejné
jako v pripadé symetrickych méda je tento faleSny kofen zptsoben nulovosti vSech ti{
proménnych A, B a C, viz obr. 8. Naslednou analyzou jsme zjistili, Ze i vychylky pro
antisymetrické médy v tomto faleSném kofenu jsou nulové.
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Obr. 9: Disperzni kiivky pro antismetrické mddy v ortotropni desce a smér Sifeni 30°
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Obr. 10: Priibéh funkce (8) pro antisymetrické médy pro ortotropni desku pro ¢ = 30°

4. Zavér

Pfi numerickych vypoctech disperznich zdvislosti tlustych desek pro ortotropni mate-
ridly se vyskytuje problém s vyskytem faleSnych disperznich ktivek. Ptispévek se zabyva
interpretac{ téchto faleSnych kfivek, jejich vznikem a moZnosti odstranéni. Na zacatku je
uveden piiklad izotropni tlusté desky, kde by se mohla rychlost ¢, resp. ¢; uvazovat jako
kofen disperzni rovnice pro symetrické resp. antisymetrické mody. Z vypoctu vychylek
pro tyto kofeny vSak jednozna¢né vyplynulo, Ze se nejedna o skuteény kofen disperzni
rovnice (vychylky byly nulové). Obdobné u ortotropni tlusté desky bylo z vypoctu vy-
chylek prokdzano, Ze se nejedna o skutecné kofeny. Béhem analyzy faleSnych korenti
disperznich rovnic ortotropnich tlustych desek se zjistilo, Ze za vznikem téchto faleSnych
kofent stoji soucasnd nulovost vSech tif proménnych A, B a C' z rovnic (7) a (8). Tento
poznatek jsme zaclenili do numerického programu pro vypocet piislusnych disperznich
ktivek, ktery jsme implementovali v jazyce MATLAB [5].
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