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P. Hora∗

Úvod
$QDOê]D�ãt HQt�QDS RYêFK�YOQ�Y�NRQVWUXNFtFK�MH�]iNODGQtP�S HGP WHP�Y� DG �SUREOpP ��MDNR
QDS �� DQDOê]D� RGH]Y\� NRQVWUXNFH� QD� Ui]�� FKDUDNWHUL]DFH� YLEUDFt� NRQVWUXNFH�� XOWUD]YXNRYi
LGHQWLILNDFH� PDWHULiORYêFK� YODVWQRVWt� DSRG�� 1DS RYp� YOQ\� Y� W OHVHFK� PDMt� þDVWR� GLVSHU]Qt
FKDUDNWHU��MH�WHG\�]DSRW HEt�SUR]NRXPDW�ãt HQt�YOQ\�YH�YãHFK�IUHNYHQFtFK��WR�]QDPHQi�SURYpVW
þDVRIUHNYHQþQt�DQDOê]X�

0H]L� QHMG OHåLW Mãt� �WM�� QHMSRXåtYDQ Mãt�� PHWRG\� þDVRIUHNYHQþQt� DQDOê]\� VLJQiO � SDW t
okénková Fourierova transformace (short-time Fourier transform), Wigner-Villeova distribuce
D� ZDYHOHWRYi� WUDQVIRUPDFH�� 9� WRPWR� þOiQNX� VH� ]DP tPH� QD� SRXåLWt� VSRMLWp� ZDYHOHWRYp
WUDQVIRUPDFH�SUR�þDVRIUHNYHQþQt�DQDOê]X�GLVSHU]QtFK�QDS RYêFK�YOQ�Y�WHQNp�W\þL�

Spojitá waveletová transformace
Spojitá waveletová transformace (CWT) funkce I W� �  je popsána
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kde a!��D�QDGWUåHQt�R]QDþXMH�NRPSOH[Q �VGUXåHQRX�KRGQRWX�

Aplikací Parsevalovy rovnosti na (1) dostáváme
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kde )(ˆ ωf �R]QDþXMH�Fourierovu transformaci I W� �  definovanou
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Funkce ψ � �W  se nazývá analyzující wavelet a aby byla spojitá waveletová transformace
invertabilní musí ψ � �W �VSO RYDW�SRGPtQNX�S tSXVWQRVWL�
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=� SRGPtQN\� S tSXVWQRVWL� Y\SOêYi�� åH� DQDO\]XMtFt� ZDYHOHW� QHPi� VWHMQRVP UQRX� VORåNX�� WM�

0)0(ˆ =ψ �� 9� SUD[L� P åH� EêW� DQDO\]XMtFt� ZDYHOHW� SRYDåRYiQ� ]D� RNpQNRYRX� IXQNFL� Y� þDVH

i�IUHNYHQFL��3 HGSRNOiGHMPH��åH�þDVRYp�RNpQNR�ψ � �W �Pi�VW HG�SUR� W = � �D�IUHNYHQþQt�RNpQNR

)(ˆ ωψ  pro ω ω= � . Funkce ψ �� � � �W E D− � MH� SDN� UR]ORåHQD� RNROR� W E=  a její Fourierova

transformace )](ˆ)exp([ ωψω aiba −×  okolo ω ω= � � D �� =� URYQLF� ���� D� ���� MH� ] HMPp�� åH

� �� � �:I D E  odpovídá þDVRIUHNYHQþQt� VORåFH� I W� �  v okolí W E=  a ω ω= � � D �� -HVWOLåH� MVRX

parametry D  a E �P Q Q\�QH]iYLVOH��SRVN\WXMH� E D� -rovina (þDVRIUHNYHQþQt�URYLQD��GLVWULEXFL
NDåGp�þDVRIUHNYHQþQt�VORåN\��7HG\�&:7�XPRå XMH�þDVRIUHNYHQþQt�DQDOê]X�

3RGOH�Y]RURYDFt�Y W\�MH�SUR�S LP HQRX�FKDUDNWHUL]DFL�Qt]NRIUHNYHQþQtFK�VLJQiO �Y\åDGRYiQR

GRVWDWHþQ �ãLURNp�þDVRYp�RNpQNR��1DRSDN�SUR�~VS ãQp�VWDQRYHQt�SR]LFH�Y\VRNRIUHNYHQþQtFK

VORåHN�VLJQiOX�QD�þDVRYp�RVH�MH�Y\åDGRYiQR�GRVWDWHþQ �~]Np�þDVRYp�RNpQNR��7\WR�SRåDGDYN\

&:7� DXWRPDWLFN\� VSO XMH�� SRQ YDGå� ãt ND� þDVRYpKR� RNpQND� ψ �� � � �W E D− � MH� ~P UQi

parametru D �� NWHUê� MH� QHS tPR� ~P UQê� IUHNYHQFL�� 7HQWR� FKDUDNWHU� &:7� MH� XåLWHþQê� SUR

DQDOê]X�QDS RYêFK�YOQ��NWHUp�REY\NOH�REVDKXMt�PQRKR�IUHNYHQþQtFK�VORåHN�

V�WRPWR� þOiQNX� EXGHPH� SRXåtYDW� PRGLILNRYDQRX� YHU]L�0RUOHWRYD� ZDYHOHWX�� NWHURX� QD]êYi

Sadowsky Morletovým pseudowaveletem [SADO96] a Kishimoto waveletem Gaborovým
>.,6+��@�� 7HQWR� ZDYHOHW� E\O� ~VS ãQ � SRXåtYiQ� SUR� DQDOê]X� ]YXNX� QHER� SUR� DQDOê]X

KXGHEQtFK�QiVWURM ��-HKR�REHFQi�IRUPD�MH
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kde ω � � MH�SDUDPHWU��NWHUêP�P åH�EêW�QDVWDYHQ� VW HG�ZDYHOHWX�QD�YKRGQê� UR]VDK� IUHNYHQFt�

v�QDãHP� S tSDG � πω 20 = �� 6WULNWQ � HþHQR�� 0RUOHW Y� SVHXGRZDYHOHW� QHQt� DQDO\]XMtFtP

ZDYHOHW��QHER �O]H�XNi]DW��åH�QHVSO XMH�SRGPtQNX�S tSXVWQRVWL��$þNROLY�SVHXGRZDYHOHW�QHO]H

SRXåtW�SUR�UHNRQVWUXNFL�VLJQiOX�] jeho CWT, jH�GRFHOD�YKRGQê�SUR�þDVRIUHNYHQþQt�]REUD]HQt
VLJQiO �D�MH�YêSRþHWQ �GDOHNR�MHGQRGXããt�QHå�0RUOHW Y�ZDYHOHW�

Waveletová analýza disperzních vln
8YDåXMPH�GY �KDUPRQLFNp�YOQ\�MHGQRWNRYp�DPSOLWXG\�D�U ]QêFK�IUHNYHQFt�ω �  a ω � �ãt tFtFK
VH�YH�VP UX� [

X [ W H H
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= +− − − −��� � �ω ω , (6)

kde N �  a N ! �MVRX�YOQRYi�þtVOD��5RYQLFH������P åH�EêW�XSUDYHQD�QD

X [ W N[ W H
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= − − −
� ∆ ∆ω ω , (7)

kde

N N N+ = +� � �,.- � , ω ω ω/ = +� � �021 � , ∆N N N= −� � �3.4 �  a ∆ω ω ω= −� � �526 � . (8)



Pokud je ∆ω �GRVWDWHþQ �PDOp��WDNåH�ω ω���≅ ��P åH�EêW�GHILQRYiQD�Ii]RYi�U\FKORVW� F�  resp.

grupová rychlost F�  o frekvenci ω �  jako

F N���	�= ω � ,   F N
 = ∆ ∆ω � . (9)

CWT X [ W� � �  je dána
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Modul CWT je potom
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NGH� VH� S HGSRNOiGi�� åH� )(ˆ ωψ  je reálná funkce. V [HORA98]� E\OR� XYHGHQR�� åH� Y�S tSDG

malého ∆ω � RGSRYtGi� PD[LPXP� PRGXOX� &:7� ãt HQt� YOQ\� grupovou rychlostí F
 � S L

frekvenci ω � �D�Y�S tSDG �GRVWDWHþQ �YHONpKR� ∆ω �MVRX�GY �IUHNYHQþQt�VORåN\�UHSUH]HQWRYiQ\

MDNR�GY �VHSDUiWQt�ãSLþN\�Y þDVRIUHNYHQþQt�URYLQ �

CWT ohybových vln v�WHQNp�W\þL
7\SLFNêP�S tNODGHP�GLVSHUVQtKR�FKRYiQt�YOQ�MH�H[SHULPHQW�VH�ãt HQtP�RK\ERYêFK�YOQ�Y tenké
W\þL� NUXKRYpKR� SU H]X��1D� REU� 1 je zobrazeno schéma experimentu�� MHGQRGXãH� SRGHS HQi

KOLQtNRYi� W\þ� �SU P U� �� FP� D� GpOND� ��� FP��� QD� MHMtå� VW HG� GRSDGi� RFHORYi� NXOLþND� �SU P U

2 mm, doba rázu 6� V��� 3 WL� VQtPDþL� �ãLURNRSiVPRYp� VQtPDþH� V kónickým piezoelementem)
MVRX�P HQ\�YêFK\ON\��3UYQt�VQtPDþ�MH�Y]GiOHQ����FP�RG�PtVWD�GRSDGX�NXOLþN\�D�GDOãt� MVRX

v 5-ti centimetrových odstupech.

'DWD�]H�VQtPDþ �E\OD�Y]RUNRYiQD�V krokem 1� V�GLJLWálním osciloskopem ADAM (fa Maurer
,QVWUXPHQWV�/WG���D�SR�VE UQLFL�+3,%�S HQHVHQD�GR�SRþtWDþH�

Obr. 1  Schéma experimentu
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Identifikace grupové rychlosti
3UR� H[SHULPHQWiOQt� LGHQWLILNDFL� U\FKORVWL� YOQ� MDNR� IXQNFH� IUHNYHQFH� H[LVWXMH� Q NROLN�PHWRG�

-HGQRX� ]� QHME åQ MãtFK� MH� PHWRGD� UH]RQDQþQt�� S L� NWHUp� MH� Ii]RYi� U\FKORVW� XUþRYiQD

z�QDP HQêFK� UH]RQDQþQtFK� IUHNYHQFt� NRQVWUXNFH�� 7R� YãDN� Y\åDGXMH� PQRKR� RSDNRYDQêFK

P HQt�SUR�U ]Qp�IUHNYHQFH�

-DN�MLå�E\OR�XYHGHQR��ZDYHOHWRYi�DQDOê]D�GLVSHU]QtFK�YOQ�SRVN\WXMH�RNDPåLN�S tFKRGX�NDåGp

IUHNYHQþQt� VORåN\�� 3RNXG� Y\XåLMHPH� WpWR� VNXWHþQRVWL�� P åHPH� LGHQWLILNRYDW� JUXSRYRX

rychlost v�NDåGp�IUHNYHQFL�

8YDåXMPH� GYD� ERG\� 1P  a 2P �� MHMLFK� Y]GiOHQRVWL� RG� PtVWD� EX]HQt� R]QDþPH� 1l  a 2l .

3 HGSRNOiGHMPH�� åH� RNDPåLN� S tFKRGX� YOQ\� GR� ERGX� kP � MH� XUþHQ� waveletovou analýzou a

R]QDþPH� KR� ( )abk �� 3R]QDPHQHMPH�� åH� SRþiWHþQt� þDV� MH� OLERYROQê�� QH]QiPRX� þDVRYRX

SURGOHYX�R]QDþPH� ( )ab0 . Z tohoto získáme následující vztahy:

( ) ( ) ( ) ( )2,1  ,/0 =+= kaclabab gkk (12)

kde ( )acg  je grupová rychlost.

2GHþWHQtP� ( )ab1  od ( )ab2  dostaneme

( ) ( ) ( )abab

ll
acg

12

12

−
−=  . (13)

3RQ YDGå� ( )ab1  a ( )ab2  jsou získány waveletovou analýzou experimentálních dat a navíc

12 ll − �MH�]QiPp��P åH�EêW�grupová rychlost ( )acg �LGHQWLILNRYDQi�SUR�NDåGRX�KRGQRWX� a  (tedy

L�SUR�NDåGRX�IUHNYHQFL��

Na obr.���MVRX�XYHGHQ\�MDN�þDVRYp�SU E K\�YHUWLNiOQtFK�YêFK\OHN�QD�YãHFK�S WL�VQtPDþtFK��WM�

ve vzdálenostech 10, 15, 20, 25 a 30 cm od místa buzení, tak jim odpovídající moduly spojité
waveletové transformace. Zobrazeno je prvních 500 V�RGH]Y\�

=H� ]REUD]HQêFK� PRGXO � VSRMLWp� ZDYHOHWRYp� WUDQVIRUPDFH� MH� ] HMPê� GLVSHU]Qt� FKDUDNWHU

QDS RYêFK�YOQ�ãt tFtFK�VH�WHQNRX�W\þt��SUYQt�]DKQXWê�SU E K;�YãLPQ WH�VL�]P Q\�MHKR�SRORK\

SUR� MHGQRWOLYp� VQtPDþH��� =�REUi]N � MVRX� WDNp� NUiVQ � SDWUQp� RGUD]\� RG� NRQFRYêFK� þHO� W\þH

�PHQãt�]DKQXWp�SU E K\;�RS W�VL�YãLPQ WH�]P Q\�SRORK�RGUD] �SUR�MHGQRWOLYp�VQtPDþH��RGUD]\

MVRX�UR]PtVW Q\�V\PHWULFN\�Y]KOHGHP�N���� V�D�VH�]Y WãXMtFt�VH�Y]GiOHQRVWt�RG�PtVWD�EX]HQt

se od této hodnoty vzdalují).

Na obr. 3 jsou uvedeny výsledky stanovení grupové rychlosti pomocí waveletové analýzy
�NROHþND���'R�REUi]NX�MVRX�]DNUHVOHQ\�GLVSHU]Qt�]iYLVORVWL�SUR�WHQNRX�W\þ�NUXKRYpKR�SU H]X�

MDN�MH�RGYRGLO�%HUQRXOOL�(XOHU��5D\OHLJK�D�7LPRãHQNR��SUYQt�GLVSHU]Qt�Y WHY���,GHQWLILNRYDQi

U\FKORVW� VH� FHONHP� GRE H� VKRGXMH� V Timošenkovou teorií, u které se SUYQt� GLVSHU]Qt� Y WHY

WpP �VKRGXMH�V exaktní Pochhammerovou teorií.



Obr.��� ýDVRYp� SU E K\� YHUWLNiOQtFK
YêFK\OHN� QD� YãHFK� S WL� VQtPDþtFK� D� MLP
odpovídající absolutní hodnoty spojité
waveletové transformace.



Obr.���9êVOHGN\�VWDQRYHQt�JUXSRYp�U\FKORVWL�SRPRFt�ZDYHOHWRYp�DQDOê]\��NROHþND��
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Using of the Continuous Wavelet Transform to the Time-frequency
Analysis of the Dispersive Stress Waves

The time-frequency analysis of dispersive stress waves is reviewed. It is shown that
the wavelet transform using the Morlet pseudowavelet effectively decomposes the strain
response into its time-frequency components and that the wavelet transform enables us
to identify the dispersion relation of the group velocity.
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