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Tato zprava vznikla na zakladé podpory grantu CSAV 27007
"Vyuziti napétovych vln pro diagnostiku porusSovani", ktery
se tfe8i v UTSSK CSAV v Plzni. Jednou soudasti tohoto grantu
je rfeSeni stavu napjatosti tlusté desky. Tento problém je
reSen jednak integralnimi transformacemi a dale metodou
zobecnénych paprsku, jejiZz vyklad je tézistém této zpravy.
Metoda zobecnénych paprski je 2zde aplikovdna na problém
Sifeni elastickych vln ve vicevrstvém linearnim isotropnim
homogennim prostredi.

Za vychodisko pro tuto zpravu byl 2zvolen <d¢lanek
"The Generalized Ray Theory and Transient Responses
of Layered Elastic Solids" od Paa a Gajewského vydany v roce
1977 ve "Physical Acoustics". Volny pfeklad tohoto ¢lanku je
rozsiren o dodatky, ve kterych jsou nékteré pasaze c¢lanku
podrobnéji vylozZzeny (zejména metoda Bromwichova rozvoje)
a pridany dalsi numerické priklady (s ohledem na feSeni
problému stavu napjatosti tlusté desky).

Zprava si klade za hlavni cil ozrfejmit teorii zobecnéné-
ho paprsku, aby bylo moZno v budoucnu vyuZzit této teorie
pro reSeni takovych problému jako mnapjatost tlustosténné
skofepiny, S8irfeni vln v souosém vicevrstvém prostredi, atd.
Uvedené numerické priklady slouzi pouze Kk demonstraci
moznosti a vyhod teorie zobecnéného paprsku, nelze je
pojimat jako 2zhodnoceni 8ifeni elastickych vlin v tlusté
desce popr. ve vicevrstvém prostrfedi. Toto zhodnoceni bude
provedeno v nasledujici zpravé, ktera bude =zahrnovat
pfiklady vypoc¢tu napjatosti tlusté desky integralni metodou
a teorii zobecnéného paprsku s navaznosti na vysledky
méreni, ktera budou provadéna na povrchu ocelové desky pri

nékolika zpusobech povrchového buzeni a pro radu méricich

mist.

V Plzni 15.12.1992 &L %,,,,
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Seznam pouzZitych symboll

b - skalarni potencial objemovych sil

B - vektorovy potencial objemovych sil

c - rychlost dilataéni vlny v trojrozmérném kontinuu
c - rychlost p#iénych vin

F(t) - budici sila

F - vektor objemovych sil

H(t) - Heavisideova funkce

Jo(x) - Besselova funkce prvniho druhu nultého radu
Jl(x) - Besselova funkce prvniho druhu prvniho radu
k - vlnové éislo

Pn(x) - Legenderav polynom n-tého stupné

r,e,z - cylindrické souradnice

s — parametr Laplaceovy transformace

t - ¢&as

u - vektor posuvu

X,¥,2 - kartézské souradnice

s(t) - Diracova funkce

] - skalarni vychylkovy potencial

v - vektorovy vychylkovy potencial

AU - Laméovy konstanty

P - hustota

T - tenzor napéti

£ - parametr Fourierovy popf. Hankelovy transformace
W - Uthlova frekvence

Ve 2zpravé je pouzZito anglosaské znadeni Laméovych
konstant (A a u). Ma-li symbol vice vyznami, je jeho lokalni
vyznam podrobné vysvétlen v‘pfisluéné casti textu, kde se
pouziva.

Mluvi-1li se ve 2zpravé o osové symetrii, je touto
symetrii my3lena symetrie okolo osy rotace, jde tudiz

o rotacéni symetrii.



I. Ovod

Kratce po publikdvéni dvou monografii o vlnach ve
vrstevnatém prostfedi (Ewing a kol., 1957; Brekhovskikh,
1960) byla vyvinuta teorie zobecnéného paprsku pro analyzu
tranzientnich vln ve vicevrstvém pevném télese. V této
teorii jsou elastické vlny, které se z duvodu vicenasobnych
odrazi a lomu $ifi podél ruznych paprskovych drah, reprezen-
tovany fadou paprskovych integrédld, z nichZz kazdy maZe byt
presné vypocten Cagniardovou metodou (Cagniard, 1939).
Ponévadz pulsy, které jsou reprezentovany paprskovymi
integraly, pfichazeji do mista pozorovani postupné, poskytu-
je teorie presné reSeni pro tranzientni vlny ve vicevrstvém
pevném télese aZz do okamZiku prichodu nadsledujiciho paprsku.

Ac¢koliv byla teorie puvodné vyvinuta pro geofyzikalni
aplikace (Spencer, 1960; Knopoffa kol., 1960; Pekeris
a kol., 1965), miZe byt snadno prizpusobena pro analyzu
signdalad akustické emise. Akustické signdly vyzafované
z mista zatéZovani nebo rustu defektd a trhlin v pevnych
latkach se prilis nelisi od seismickych vln, které jsou
vyvolany pohybem zlomu, nebo zvukovych vln §iricich se ve
vodé, které jsou generované explozi. Ve vSech pifipadech jsou
vlny vyzarované ze zdroje zachyceny uvnitr vrstvy (deska,
skofepina) nebo vicevrstvého prostredi. Sledovanim paprsko-
vych drah umoZniuje teorie =zobecnéného paprsku detailné
analyzovat signaly zaznamenané prijimacem.

Dosavadni diskuse o teorii 2zobecnéného paprsku jsou
roztrouseny ve védeckych dasopisech, hlavné v oboru geofyzi-
ky. V této zpravé se pokusime systematicky ukazat podstatné
prvky této matematické teorie a soustredit do jednoho mista
vzorce a vysledky, které jsou uzZitecéné v aplikacich.

Kromé své uzZzitecnosti v akustice a geofyzice je teorie
zobecnéného paprsku také hlavnim predmétem studia v dyna-
mické teorii pruZnosti. Analyza tranzientnich vln v elastic-
kych pevnych télesech zacala Stokesovym ¢lankem (1849)
o "Dynamické teorii ohybu". Poéinaje Stokesovym fesSenim pro



koncentrovanou silu v neohranic¢eném pevném télese poskytuje
metoda zobecnéného paprsku moZnost jednotného zpracovani
tranzientnich vln v ohraniéeném prostfedi, vcéetné polo-
prostoru (Lamb, 1904; Lapwood, 1949; Pekeris, 1955; Chao,
1960), desky (Knopoff, 1958a; Davids, 1959), dvou pevnych
téles v tésném kontaktu (Cagniard, 1939; Brekhovskikh,
1960), jedné vrstvy na poloprostoru (Newlands, 1953; Pekeris
a kol., 1965) a prostredi sloZeného 2z mnoha paralelnich
vrstev (Miller, 1969). Mimoto byla metoda nedavno rozsSirena
i na prostredi ohranicené sférickymi a cylindrickymi plocha-
mi (Gilbert a Helmberger, 1972; Chen, 1977; Pao a Ceranoglu,
1977) a nehomogenni prostifedi (Chapman, 1974; 1976b). Toto
je pozoruhodny vysledek, i kdyZ trvalo vice neZ stoleti, nez
ho bylo dosaZeno.

V nasledujici kapitole shrneme zakladni rovnice pruzno-
sti a reSeni odvozend integralnimi transformacemi. Dale je
téZz nadrtnuta historie teorie zobecnéného paprsku a podan
pfehled 1literatury. Hlavni prvky teorie jsou uvedeny
v kapitolach III a IV. Kapitola III pojednava o tom, jak je
konstruovana integrilni reprezentace Laplaceova obrazu
vlinového pohybu podél paprskové drahy, znama jako paprskovy
integral, sestavenim zdrojové funkce, koeficienti odrazu
a prestupu, prijimaci funkce a fazové funkce. Kapitola IV
ukazuje nalezeni zpétné Laplaceovy transformace paprskového
integrdalu v uzavfeném tvaru Cagniardovou metodou.

V obou kapitolach (III a IV) jsou diskutovany pouze
pripady rovinného pretvoreni. Acdkoliv byla Cagniardova
metoda i metoda 2zobecnéného paprsku puvodné vyvinuta pro
tfirozmérnou tranzientni odezvu symetrickou okolo osy (osové
symetrickad odezva), dvourozmérna analyza uvedena v kapito-
lach III a IV je daleko jednodussi a ilustruje vSechny
podstatné body metod. Navic dvourozmérné problémy jsou samy
o sobé =zajimavé v aplikované mechanice. Analogie mezi
problémy rovinného pretvoreni a rovinné napjatosti umozZnuje
provést experimenty s tenkou félii misto objemného vrstevna-
tého modelu (White, 1965).



V kapitole V jsou diskutovany osové symetrické
tranzientni odezvy. V této a prfedchozi kapitole je uvedena
Cagniardova metoda ve své puvodni podobé. O0d publikovani
Cagniardovy monografie v roce 1939 vzniklo mnoZstvi modifi-
kaci této metody. AvSak, opomeneme-li mnohé, hlavnim bodem
metody je transformace integraéni proménné ve fazové funkci
do jiné proménné v komplexni roviné a transformace nové
proménné zpatky do pocdatecéni proménné stejnym zobrazenim.
Diky této genialni transformaci je moZno analyzovat
tranzientni vlny ve vicevrstvém prostfedi a v prostfedi
ohranic¢eném cylindrickymi a sférickymi plochami. Z tohoto
davodu je zde této metodé vénovan (kapitoly IV a V) znaény
prostor.

Kapitola VI uvadi obecna rfeSeni pro tranzientni vlny
generované bodovym zdrojem (vcéetné koncentrované sily
pusobici S§ikmo k povrchu vrstvy), dvéma silami na jedné
nositelce, stredem rotace, dvojici sil a dvéma dvojicemi sil
bez momentu. Posledné zminény zdroj je casto pouzZivan
k popisu posunu zlomu, jimZ se generuji seismické vlny.
V akustické emisi miZe modelovani defektli nebo trhlin
ve strukturfe materiidlu vyzadovat superpozici nékolika
zdrojovych funkci.

Teorie zobecnéného paprsku je nejefektivnéjsi pri
analyze signalu, které prichazeji do prijimacde nejdfive,
ponévadZz pocet paprskovych integrald se s prodluzujici dobou
pozorovani obrovsky zvét3uje. Paprskové integrialy mohou byt
v pripadé zdrojovych signalu, které jsou d¢asové kratké
a obsahuji vysoké frekvence, vypocéteny pribliZnymi metodami;
tyto metody jsou projednavany na konci VI. kapitoly.

VSeobecné zpétné transformace paprskovych integrall pro
bodové zdroje jsou ve tvaru integrald podél komplexnich
drah. Numericka integrace téchto integralu je diskutovana
v kapitole VII. V této posledni kapitole uvedeme detailni
vysledky pro dva priklady: bodovy zdroj v desce a stejny

zdroj ve vrstvé lezici na poloprostoru.



II. Rovnice pruZnosti a jejich resSeni

V této kapitole shrneme zakladni rovnice pruZnosti
a néktera obecna feSeni pro rovinné pretvoreni a osové
symetrické problémy. UvaZujeme pouze homogenni a izotropni
prostredi. Nehomogenni prostredi s vrstevnatou strukturou je
mozZzno rozdélit do mnoha vrstev, z nichz kazZdd je homogenni
a izotropni. V této kapitole je ddle uveden prehled reSeni
pro vlny generované ruUznymi typy 2zdroju v neohranicdeném
prostredi. Ve vrstevnatém prostrfedi s jednim nebo nékolika
zdroji jsou vlny generované témito zdroji vicenasobné
odraZeny a lomeny. Sifeni vln ve vrstevnatém prostfedi miuze
byt analyzovano bud metodou syntézy vlastnich tvaru nebo
metodou 2zobecnéného paprsku. Prvni metoda je v Kkratkosti
shrnuta v této kapitole, druha je hlavnim tématem této

Zpravy.

A. Rovnice pruZnosti

Vychylka u nebo rychlost u=du/dt d<¢astice v pruzném
pevném télese, kterd se nachazi v misté x(x,y,z) v &ase t,
vyhovuje vektorové pohybové rovnici

2
(A+)V(V-u) + wv?u + pF = p2 8 | (2.1)

at?

V této rovnici p je hustota materidlu a A,u jsou Laméovy
konstanty materialu. F je hustota objemové sily. Tenzor
napéti t v pevném télese a u jsou ve vztahu

T = A(V-u)I + u(Vu+uv), (2.2)

kde I je izotropni tenzor.
Rovnice (2.1) miZe byt feSena zavedenim dvou vychylko-
vych potenciald ¢ a ¥ a dvou potenciidlu objemovych sil b

a B, pro néz plati
u= Vg + Ux¥ , (2.3)

F = Vb + VXB . (2.4)

10



Pivodni pohybova rovnice je splnéna, jestliZe

c?v¢ + b = ¢, c = J(A+2u)/p
¢’V + B = ¥, Cc = \lu/p

C je rychlost S-vln v prostredi a
c je rychlost P-vln v prostredi.

(2.5)

(2.6)

Abychom oznac¢ili odpovidajici sloZky vektoru v kartéz-
skych souradnicich (x,y,z), prfipojime indexy x,y a z. Tedy

ob aB aB

Fo=3ax Y3y ~ oz

7

(2.7)

(2.8)

a rovnice (2.6) se redukuje na tri skalarni vlnové rovnice

czvzwx +B =% ,

kde

(2.9)

Navic existuje pomocna podminka V-¥=0 . Slozky napéti jsou

a%¢ a8 (av v )
2 y X
T = AV + 2u|— + — [ - , ,
zz oz oz |ax az |
8%¢ a (3¥ oy 8 (8% oYy
T = ul2 b —|—2 - 3| ¢ —|—x - x|},
zx dxdz 9z |\dy dz ax\ax ay

(2.10)

Pro problémy v cylindrickych souradnicich (r,¢,z) maze

byt ¥ reprezentovano dvéma nezavislymi funkcemi ¥ a g,

- (1 3y _oy
¥ = [r ap’ ar’x] !

kde ¥y a x jsou reSeni skalarnich vlnovych rovnic

szzw = w , CZVZX = i ’

11
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r ar oroz ap
2
=180 18y _ 8x
U, = r dp *r 0poz ar (2.13)
2 2
u = 20, 2% _ 12%
z 8z a8z ce ot

SloZzky napéti jsou

au 2 2
A% + 2 z__xu,,ma_[gma_ﬂ__la_g]
a

‘t = =

2z oz  c? at? ozlaz 0z2 2 at (2.14)
(du du 2 3 3 2

T = u|l—= + | = u 20 ¢ L 0¥ . _% Q_ﬂ_z + 10 x

= \ar 8z araz ardaz® C° arat r dpdz
)

. =uai+1"’”]_u[2ﬁt+zgise__;_a3w 5%x

z 8z r ¢ r dpdz r d¢pdz> C° apat® oroz

Vyrazy pro T Ter 2T, jsou zde vynechany.

U tranzientnich vln se pouZiva Laplaceova transformace

vzhledem k t. Laplaceovu transformaci funkce budeme oznaco-

vat vodorovnou ¢éarkou nad funkci a transformaéni parametr s
®

J f(x,t)e™* dt , (2.15)

0

f(x,s)

2ni
Br

f(x,t) = —l—J f(x,s)e ds . (2.16)

Br oznacduje Bromwichovu cestu v komplexni roviné s, coz je
primka rovnobéZna s imaginarni osou prochazejici konstantnim

kladnym realnym s.

12



B. Obecna reSeni a zdrojové funkce

Obecna reSeni pro u jsou sestavovana z feSeni pro
skalarni vlnové rovnice (2.5), (2.9) a (2.12). Predpokladej-
me, Ze na pocdatku jsou u i du/dt nulové. Tedy pocdateéni

podminky pro vlnové funkce jsou

¢ = da¢/ot = 0, ¥ = 9¥/8t = O v t=0. (2.17)

1. Problémy rovinného pretvoreni

Jestlize u=[ux,0,uz] a vSechny velidéiny popisujici
napétové pole jsou nezavislé na y, jedna se o problém
rovinného pretvofeni. Slozky vychylky jsou urcdeny dvéma
funkcemi ¢(x,z,t) a ¥=[0,y(x,2z,t),0].

Provedeme-1li Laplaceovu transformaci rovnice (2.5)

a (2.9), ziskame dvé rovnice pro ¢(x,z,s) a y(x,2,s)
c*v?$ - s°p = -b, c*v¥y - sy = -B, (2.18)
kde VZ=98%/ox2+8%/08z°. Tyto rovnice jsou redukovany na
oby¢ejné diferencidlni rovnice pomoci Fourierovych transfor-
maci (Sneddon, 1951)
[»+]
J ?(x,z,s)e " ax , (2.19)

- 00

$(&,2,s)

0

-2—,STJ $(&,z,s)e

-

isé&x

¢(x,z,s) de. (2.20)

ReSeni pro ¢ a ¥ jsou

$(£,2,5) = A(§,5)e™™ + B(£,5)e™™ + §_,
(2.21)
U(£,2,5) = C(E,8)e” " + D(g,5)e™" + §
kde ¢ a ¥ jsou partikularni feSeni, jes5té nespecifikovany;
o o

A,B,C a D jsou neznamé koeficienty; a

13



n = g2+ ? ¢ = {e2+c? . (2.22)

Zpétnou Fourierovou transformaci ziskame

o

E(X,Z, S) = 50 + ;—n [Ae—snz + Besnz]eisex dE ,

)

® (2.23)
¥(x,z,8) = wo + ;—n [Ce™*%% + DeS¢%]elst* ag

Rovnice (2.23) jsou obecnym feSenim Laplaceovych obrazu
vychylkovych potencidlit ¢ a ¥ . Partikularni FeSeni 50 a @o
zavisi na predepsané objemové sile; koeficienty A,B,C a D
zavisi na okrajovych podminkach. Dale jsou uvedeny tri
ukazkové problémy a jejich rfeSeni (obr.1l). Podrobnosti viz
dodatek II.A.

(i) Prfimkovy zdroj exploze v nekonecném prostredi (obr.1la)

Dosadime v rovnici (2.18)

b = £(t)s(x)s(z-z ) , B = [0,0,0] (2.24)

8(x) je delta funkce a f(t) je c¢asova zavislost exploze,
jeji Laplaceova transformace je f(s).

(ii) Primkova vertikalni sila v nekonec¢ném prostfedi (obr. 1b)

Kromé predepsani objemové sily muze byt tento problém
feSen za predpokladu (Achenbach, 1973, str.295)

pro zzz, T —%a(x)f(t) a u 0 v zZ=z ;

zZz X

(2.25)

+%6(x)f(t) a u

o)
a]
o
N
IA
N
3]

I

0 v z=z .
(o]

(iii) Primkova vertikalni sila na povrchu poloprostoru (obr.1lc)

Okrajové podminky jsou (zz0)

T = -8(x)f(t) a T = 0 v z=0. (2.26)

zz

14



ReSeni vSech téchto tfi problémi miZze byt vyjadfeno jako

00
o

F(S)SP(E)es(ifx—nlz-zol) dE ,

I
9]

¢(x,2z,s)

U(x,z,8) = s F(s)Sv(E)es“Ex'C'z'zo” de ,

- 00

kde S, resp. S je P resp. SV-zdrojova funkce. S,/S, a F(s)

jsou uvedeny vvtabulce 1 pro Kazdy typ zatizeni.

Vynechali jsme 2zde pripad antirovinného pretvoreni
u=[0,uy(x,z,t),0]. To se obvykle re§i ponechidnim ¢=0
a W=[0,0,wz(x,z,t)]. Na rozdil od vertikalni polarizace
pti¢éné vlny pri rovinném pretvoreni (SV-vlny) je v tomto
ptipadé pricénd vlna polarizovana horizontdlné (SH-vlny).
SH-vlna v cylindrickych sourfadnicich je probirdna v kapitole

VI.B.

(2.27)

Tabulka I
Zdrojové funkce pro primkové nebo bodové zatiZeni
[(2.27) a (2.35)]°

Zdroje F(s) s (&) SV(E)b
Bodova nebo pfimkova f(s) 1 o
exploze 4nc2s n
Bodova nebo pfimkova f(s) e i€
vertikalni sila uvnitr anps? C
Bodova nebo primkova f(s) g2+2? . 287
vertikalni sila na povrchu omus Ar(g) lAr(g)

“e=il, jestliZze paprsek je ve sméru *z.

n={e2+c? , g=lefeT?, A (€)=anced-(£240)2,

P)Faktor i u bodového zdroje zmizi.
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Obr.1 Primkové a bodové zdroje

2. Problémy rovinné napjatosti

Uvazujme tenkou desku ohraniéenou dvéma volnymi povrchy
y=tb. JestliZe je vybuzeni takové, Ze prevladajici pohyb je
v roviné x-z a symetricky okolo strfedni roviny y=0, muZe byt
vlnovy pohyb v desce popsan také &(x,y,t) a y(x,z,t)
v rovnici (2.18). AvSak rychlost P-vlny bude nahrazena

rychlosti v neomezeném dvourozmérném prostredi

c = J(X+2u)/p , A = 2au/(A+u) . (2.28)

Rychlost S-vlny C zustava nezménéna.

Vychylky [ux, o, uz] a napéti ['cxx, T 'czz] , odvozené
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z rovnic (2.7) a (2.10), jsou prumérné hodnoty skuteénych
vychylek a napéti pres tlouStku desky. Ponévadz v tomto
pripadeé pw=tw;twf0, coz je analogické reSeni rovinné
napjatosti v elastostatice, nazyvame tento problém rovinna
napjatost. Kvuli povaze aproximace muZze byt teorie rovinné
napjatosti aplikovana, je-li frekvence vln (v Hz) v desce
men$i nez C/4b (Pao a Kaul, 1974).

S témito znalostmi jsou reSeni dand rovnicemi (2.19)-
(2.27) také aplikovatelnd pro vliny Vv tenkych deskach

(Achenbach, 1973, kap.6.12.3).

3. Osové symetrické problémy

Pro vlnovy pohyb symetricky vzhledem k ose 2z jsou
vychylky nezavislé na sourfadnici ¢. Kromé rotacéniho pohybu
u=[0,uw,0] jsou vychylky u=[uH(LL2] urc¢eny ze dvou poten-
cidla ¢(r,z,t) a y(r,z,t) a x=0 v rovnici (2.13), kde ¢ a ¥
vyhovuji rovnici (2.18) s V2=62/6r2+(1/r)6/6r+62/622.

Na tyto rovnice potom aplikujeme Hankelovu transformaci,

ktera je reprezentovana (Sneddon, 1951, str.48)

(£, 2,8) Ja(r,z,s)Jo(sEr)r dr ,
0

(2.29)

00

SZJ$(E,Z,S)JO(sEr)E de.

0

¢(r,z,s)

Z davodu vyhodnosti je jako parametr transformace brano s€.
ReSeni pro dvakrat transformované potenciialy jsou

$(£,2,5) = A(E,5)e”™™ + B(£,5)e™ + ¢,

(2.30)

'Z(E,Z,S) = Q_E_gs.gﬂe-SCz + D-(-sgés)esgz N &

kde m a { jsou definovany v rovnici (2.22); A,B,C a D jsou

0

neznamé koeficienty. Pouzitim zpétné Hankelovy transformace

ziskame

17



0

¢(r,z,s) = ¢, + s°|[Re™™ + Be*™1J (s€r)€ dg ,
© (2.31)
¥(r,z,s) =y, + SZJ%[Ce'SCz + De**1J_(s€r)€ de

-

Partikularni reSeni ¢ a ¥

o o jsou opét urcéena z predepsanych

objemovych sil.
Jako v predchozi ¢éasti budeme uvaZovat tfi typy bodovych
zdroju (obr.1l). Podrobnosti viz dodatek II.A.

(i) Explozivni bodovy zdroj v nekonec¢ném prostfedi (obr.1d)

b = f(t)a(z—zo)a(r)/ZHr , B = 1[0,0,0]. (2.32)

(ii) Bodova vertikalni sila v nekonec¢ném prostredi (obr.le)

= -1 = — -
pro z2z, T _ = 2f(t)6(r)/21rr a u =0 vz=z ;

zz

(2.33)

1 -
pro zsz, T +§f(t)6(r)/2nr a u 0 v z=z_ .

zz

(iii) Bodova vertikdlni sila na povrchu poloprostoru (obr.1f)

T = -f(t)d(r)/2nr a T =0 Vv 2zZ=0 . (2.34)
zZz zr

Laplaceovy transformace téchto feSeni jsou

00

#(r,z,s) = §° F(s)SP(E)e'S"'z'zo'Jo(sgr)E d¢ ,
0

(2.35)

[+ ]

U(r,z,s) = s°|F(s)s (£)e™'*™'J (s&r)€ ag
0

Zdrojové funkce S, a s, v predchozich rovnicich jsou stejné
jako zdrojové funkce pri rovinném pretvoreni (tab.I).

TFi problémy zde uvedené jsou klasické problémy elasto-
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dynamiky a jsou uvadény v mnoha pracech (napf. Achenbach,
1973). Zpétna Laplaceova transformace fesSeni (rovnice (2.27)
a (2.35)) muZe byt provedena Cagniardovou metodou, kterou
probereme pozdéji.

4., Asymetrické problémy

JestliZe zatiZeni pusobici na vrstevnaté prostfedi neni
ani symetrické vzhledem k roviné x-y (rovinné problémy) ani
symetrické k ose z (osové symetricky problém), jsou reSeni
dosti komplikovana. Diskusi téchto reSeni proto odlozime aZ
do kapitoly VI.

C. Teorie vlastnich tvart

Slozitost reSeni se zvétSuje s rostoucim poétem okrajo-
vych podminek. Uvazujme naprfiklad problém rovinného pretvo-
feni vrstvy pokryvajici poloprostor (Newlands, 1952). Na
volném povrchu z=0 (viz obr.12 v kap.V) mohou byt okrajové
podminky bud "bez napéti" (yu=tn=0) nebo stejné jako
okrajové podminky dané rovnici (2.26). Na rozhrani z=h
existuji dvé podminky spojitosti vychylek (um=umy uﬂ=uﬂ)
a dvé pro napéti (tnn=tu2, tnu=tme)' Ciselné indexy
odlisSuji vrstvu 1 od poloprostoru 2. Navic mohou byt zdroje
uvnitf vrstvy nebo poloprostoru. Celkové Sesti okrajovym
podminkam musi byt vyhovéno pri tomto problému.

ReSeni jsou =ziskana konstrukci é&ty¥ ’vlnonch funkci
31,$1,$2 a ﬁz, které jsou dany rovnici (2.23). $est konstant
A,B,C,D a A,C (BZ=D2=0) muZe byt potom urceno z Sesti
okrajovych podminek (Ewing a kol., 1957, str.189). Pomineme-
1i zde vSechny detaily, vyjadrfime tato reSeni symbolicky
nasledujicimi vztahy

A1 = AA/A, B1 = AB/A, C1 = AC/A, D1 = AD/A,
A2 = BA/A, C2 = SC/A . (2.36)
kde AA, ,AD,SA,SC a A jsou determinanty 6x6. Po rozvinuti
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determinantu A muZe byt spoledny jmenovatel vyjadfen jako
(Pekeris a kol., 1965, rovnice 33 a 110)

A(sE,s) = es(’71“1”’[RPP(RPPe'25”1h - Rssezscf‘)

+ (R_R_-R R )e2sm*¢in
PP SS SP PS

+ 2RSPRPSe'S("1+C1)h -1 (2.37)

V pfedchozi rovnici n1=JEZ+cI2 a C1=\IEZ+CIZ. R°? a R®? jsou
koeficienty odrazu rovinnych vln (P-méd na P-méd a S-méd na

P-méd) na volném povrchu [(3.11)], kdezto RP ,...» R jsou

P ss
koeficienty odrazu rovinnych vln na dolnim povrchu [(3.9)].

Nahradime-1i v rovnici (2.37) sé-k a s-»jw , dostavame
Alk,w) =0 , (2.38)

coz je frekvenéni rovnice pro Rayleighovu vlnu v horni
vrstvé. Koreny této transcendentni rovnice uréuji disperzni
vztah mezi vlnovym d¢islem k a frekvenci w nebo fazovou
rychlosti w/k (Ewing a kol., 1957, str.195). Kazda dvojice
é¢isel (w,k) predstavuje vlastni tvar Rayleighovy vlny.

U prostredi s mnoha vrstvami mohou byt koeficienty
AA,..., a A urceny maticovou metodou (Thomson, 1950;
Haskell, 1953). Dalsi podrobnosti o této metodé jsou obsaze-
ny v &élancich Gilberta a Backuse (1966) a Richardse (1971).

Substituci rovnice (2.36) a (2.37) do rovnice (2.23)

a provedenim zpétné Laplaceovy transformace dostaneme

[+ 2]
_ 1 st] 1 -a z a« z4 ikx
¢(x,z,t) = ¢, + —ZHins e J—ZHA[AAe 17+ Aen le dk ,
Br -0
(2.39)
_ 1 st| 1 -8,z 8.z _ikx
v(x,z,t) = wo + —Znijds e J_ZHA[ACe 1° + ADe 1“le dk ,
Br -
kde
a = sn = \lk2+52/cf , 81 = scl = \lk2+s2/cf

20



a s€ bylo zménéno na k.

Kone¢éna reSeni jsou ve tvaru dvojného integralu
[(2.39)]. Zménou poradi integrace budeme vyhodnocovat jako
prvni s integral vypodétem residui

@ 00 1
¢(x,z,t) = ¢, + Q%Jeikxz [[%] [AAe-'JHz + ABealz] eSt] dk
J, 0=t s=tiwn

(2.40)

u%(k) jsou frekvence vlastnich tvara a s=tiw  jsou
jednoduché pély v komplexni roviné s. Podobny vyraz ziskame
pro Y(x,z,t). Zbyvajici integraci pres k muZeme provést
numericky (FFT) nebo asymptoticky metodou stacionarni faze.

Analyza vlastnich tvaru, ktera byla nyni nad¢rtnuta, byla
aplikovana na prostrfedi s mnoha vrstvami (Harkider, 1964,
1970; Fuchs, 1966; Dunkin a Corbin, 1970). Numericka prace
spojena s touto analyzou je dlouha a obtiZna; metoda je
efektivnéjsi pro dlouhé ¢&asy ve vzdalenych mistech pozorova-
ni. Z tohoto duvodu je Zadouci jiny zpusob analyzy.

Newlands (1952) vyhodnocoval tyto dvojné integraly
Bromwichovym rozvojem a Sommerfeldovou zménou integracni
cesty. Bromwichiv rozvoj obsahuje rozvoj A"z rovnice
(2.39) v nekonec¢né rady. Kazdy ¢len v radach predstavuje
paprskovy integral, ktery je potom vyhodnocen pomoci Sommer-
feldovy metody. Byl to Bromwich (1916), ktery ukdzal na
jednorozmérném problému, Ze rozvoj v zaporné mocniny expo-
nenciil predstavuje pohyb rozlozeny do frady pulsu [viz
dodatek II.B].

D. Vyvoj teorie zobecnéného paprsku

V teorii geometrické optiky je svételny paprsek defino-
van jako ortogondalni trajektorie k vlinovym ¢elum. Intenzita
svétla podél dridhy paprsku muZe byt urcena z asymptotického
fedeni vlnovych rovnic pro vysoké frekvence (Born a Wolf,
1975). Toto se nékdy nazyva paprskovou teorii optiky.
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Obecné reSeni pro vlny v ohranicdeném prostrfedi bez
aplikace asymptotické analyzy muZe byt roztfidéno do mnoha
¢asti Bromwichovym nebo jemu podobnym rozvojem, kazda ¢&ast
odpovida vlinam putujicim podél paprskové drahy. V literatufe
je toto znamé téz jako paprskova teorie, ale je to néco
zcela odlisného od paprskové teorie geometrické optiky. Tato
paprskova teorie byla vyvinuta drfive Debyem (1909) pro
zkoumani ohybu svétla a pozdéji Van der Polem a Bremmerem
(1937) k vypoétu ohybu radiovych vln. Jejich analyzy poéita-
ly pouze s monochromatickymi vlnami.

Teorie vlastnich tvardi a paprskova teorie byla vyuzita
Pekerisem zacatkem 40. let na problémy-  Sifeni zvuku pod
vodou. Jeho analyzy zvukovych pulsi ve dvou- a trivrstvych
kapalinach byly pozdéji wuverfejnény v memoarech (Ewing
a kol., 1948); integraly zaloZené na teorii vlastnich tvaru
byly vyhodnoceny metodou stacionarni faze. Paprskové integ-
raly byly vyhodnoceny daleko pozdéji (Pekeris a Longman,
1958; Pekeris a kol., 1959).

Tyto paprskové integraly pro tranzientni vlny byly
vypocéteny pomoci tzv. Cagniardovy metody, metody, ke které
Pekeris (1940) také prispél. Historicky vyznam Cagniardovy
metody je wuveden v predmluvé k anglickému prekladu
Cagniardovy monografie (1939) napsané Flinnem a Dixem v roce
1962.

Pro vlny v pruZznych pevnych télesech bylo pouZito
paprskové teorie a Cagniardovy metody pro urc¢eni tranzientni
odezvy desky (Mencher, 1953; Knopoff, 1958a; Davids
a Lawhead, 1965) a tranzientnich Loveho vln ve vrstvé
(Knopoff, 1958b; Pekeris a kol., 1963). ObtiZnéjs$i problém
tranzientnich Rayleighovych vlIn ve vrstvé byl feSen
Knopoffem a kol. (1960) a Pekerisem a kol. (1965).

Ve vSech vySe citovanych pracech jsou paprskové integra-
ly odvozeny z Bromwichova rozvoje presnych reSeni pro vlny
ve vrstevnatém prostredi. Jak je ukazadno v rovnici (2.37),
takovy rozvoj vyZaduje vyhodnoceni determinantu 66 pro
dvouvrstvé pevné téleso (vrstva nanesenid na poloprostor).
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Velikost determinantu se zvétsi na 10Xx10 pro vlny v tri-
vrstvém pevném télese s osovou symetrii a na 15Xx15, jestlize
jde o nesymetrickou Glohu. Tento Bromwichuv rozvoj, ktery je
zdkladem paprskové teorie, se stava prekazkou pri pouziti
paprskové teorie v prostrfedi s mnoha vrstvami.

Publikovani tfech ¢lankt Spencera (1960, 1965a,b)
konecé¢né tuto prekdZku odstranilo. Spencer zavedl bez pomoci
Bromwichova rozvoje pojem 2zobecnénych paprskovych drah
a ukazal, jak 1lze sestavit paprskovy integral primo =ze
znamych zdrojovych funkci a koeficientui odrazu a prestupu
pro rovinné vlny podél kazdé drahy. Ponévadz mohou byt
paprskové integraly vyhodnoceny Cagniardovou metodou a
feSeni je presné azZ do okamZziku prichodu nasledujiciho
paprsku, je tato teorie Spencerem nazyvana "prfesna paprskova
teorie pruZnosti". AvS3ak v pozdéjsich publikacich prevladl
nazev "zobecnéna paprskova teorie".

Teorie byla pouZita Berrym a Westem (1966) pro analyzu
viln ve vrstevnatém prostfedi. Obsahlé pojednani o této
teorii véetné numerickych prikladd napsal Miller (1968,
1969). Ve svych pracech vyuZzil Fourierovu transformaci
¢asové proménné a modifikovanou Cagniardovu metodu vyvinutou
Bortfeldem (1962). Novéjsi literatura o této metodé je
uvedena v ¢lanku Chapmana (1976b).

23



III. Teorie zobecnéného paprsku

Jak bylo uvedeno v predchozi kapitole, jsou obecna
feSeni Laplaceovych obrazu potencidllt pro homogenni vrstvu
dadna rovnicemi (2.23) a (2.31). Ke kazdé fyzikalni veliéiné
pfidame index i (i=1,2,3,...) oznad¢ujici i-tou vrstvu.

UvaZujme prostrfedi sloZené =ze tri vrstev, tloustka
nejnizsi vrstvy je nekoneéna. Primkovy zdroj je ve vrstvé 2
(obr.2). Jednd se tudiZ o problém rovinného pretvorfeni
a vSechny proménné popisujici pole napjatosti jsou nezavislé

na y-ové souradnici.

(3)

,c_,C
93:C3 73

o

Obr.2 Geometrie trivrstvého prostredi

NN

Koeficienty Ai,Bi,Ci,Di (i=1,2,3) jsou urceny ze zdrojo-
vych funkci v rovnicich (2.27) a okrajovymi podminkami na
rozhranich :
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(t ) = (tu) =0 pro z=0, (3.1)

~
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o
~
o
~
I
~
o
~

(i=1,2) pro z=z,

(u)

i z i+1

~~
<
L3
~—
]

1 (ux)i+1 ! (uz)

Pro trivrstvé prostredi existuje celkem deset neznamych
koeficientu a deset okrajovych podminek (Ba=D3=0).

Namisto urc¢ovani téchto koeficientl ze soustavy deseti
nezavislych rovnic a nasledného pouzZziti Bromwichova rozvoje
pro setridéni  jednotlivych paprsku budeme sestavovat
paprskové integrdly metodou zobecnéného paprsku (Knopoff a
kol, 1960; Spencer, 1960). Zpétna transformace téchto
paprskovych integralu je probirana v nasledujici kapitole.

A. Zakladni princip

1. Odraz a prostup cylindrickych vln
UvazZujme primkovy zdroj ve vrstvé 2. VSude v této
kapitole uvazujeme pouze emitovani P-vlny ze zdroje, které
je podle rovnice (2.27) reprezentovano $0=0 a
®
aocx,z,s) = sf(s)J%mesugwwfzqo” d¢ , - (3.2)
-®

kde

ni=~|gz+c;2 , c1=452+c;2 (i=1,2,3),

a F(s) a S, jsou dany v tabulce I.

ReSeni reprezentuje cylindrickou vlnu s osou rovnobézZnou
s osou y, ktera se §iri fazovou rychlosti c, ze zdroje
vV Z=2Z . Prirozené tato cylindricka vlna muZe byt povazZovana
za superpozici rovinnych vln, které prochazeji zdrojem
soucasné ve v3ech smérech. Laplaceova transformace rovinné
vlny flt-(mx+nz)/c] je f(s)exp[-(s/c)(mx+nz)], m a n jsou
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smérové kosiny vlinové normaly a m+n°=1. Zménou proménné m
na -ifc dostaneme f(s)expl[s(ifx-nz)]. JestliZe kaZdé rovinné
vilné je prirazena amplituda gm(g) a rovinné vlny ve v3ech
smérech jsou zintegrovany pres ¢, dostaneme cylindrickou
vlnu. JestliZe rovinna vlna narazi na rozhrani dvou pevnych
téles (obr.3), jsou dvé rovinné vlny P a S odraZeny do
zdrojového prostredi (prostfedi 2) a dvé prostupuji do
pfilehlého prostfedi (prostredi 1).

N S(R™)

Obr.3 Odraz a prostup rovinné vliny na rozhrani

Necht poméry vychylkovych potenciald pro odrazené vlny
k potenciialum dopadajicich vln jsou R”:RH; (P-vlna se
odrazi jako P- nebo S-vlna) a RSP,RSS (s-vlna se odrazi jako
P- nebo S-vlna). Podobné poméry pro prostupujici vliny jsou

Ppﬁfm,Tﬁ)a 5. Tyto koeficienty odrazu

oznadeny T
a prestupu, které jsou obvykle dany jako funkce thlu dopadu
a Ghlu odrazu ¢i lomu (Ewing a kol., 1957), mohou byt
vyjadfeny pomoci vlnovych "pomalosti" g, n, a (i [(3.9)].
Proto jsou pro dopadajici cylindrickou vlnu ¢o ziskany
dilataéni resp. priéné casti odraZené vlny v prostredi 2

superpozici vSech odrazZzenych rovinnych P-vln resp. S-vln
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o0

sF(s) sPZ(R"")eS“E"'"ZZ‘"Z%’ de ,

©
I

o (3.3)

o0

sE(s) |5, (R™)e® 7% %) ag . :

A
i

-0

Celkovd vlna ve zdrojovém prostredi je ¢ +¢_ a ¥ . Podobné
dvé proslé vliny v prostfedi 1 jsou

[+4]
Sf ( s )JSPZ ( TPP ) es(l&x-&-nlz-'nzzo) dE ,

-

©
I

(3.4)

[+
sf(S)JSPZ(TPS)eS(iEx+c1Z'"2zo) ag

- 00

A3
I

Kazdy integrdal v rovnicich (3.2) aZz (3.4), ktery je
superpozici vSech rovinnych vln, se nazyva "paprsek". Tedy
?, 2

(P-vlna na P-vlnu) a Ez (P-vlna na S-vlnu) jsou "odrazZené

je "dopadajici paprsek" neboli "zdrojovy paprsek", ¢

paprsky" a ¢ a ¥ "proslé paprsky". Spencer (1960) ukazal,
Ze takto sestavena reseni opravdu vyhovuji okrajovym podmin-
kdm na rozhrani. Koeficienty R7Y resp. RS spolu s faktorem
sF(s) S,,eXp ( -snzzo) nahrazuji koeficienty A, resp. C,
v rovnici (2.23). Podobné T resp. T nahrazuji B resp.
D . Vzhledem k obr.3 koeficienty B,aD v rovnici (2.23)
zmizi, nebot z-ova osa je v prostfedi 2 neomezena, a A1’ C1
jsou nulové, nebot prostredi 1 je neohranicené ve sméru -z.

Pro kazdy paprsek mezi zdrojem (0,zo) a prijimacem (x,2)
existuje draha minimalniho c¢asu. Ponévadz se vlna SiFi
koneénou rychlosti, nebude v prijimaéi detekovan 2Zadny
signal pred touto minimalni dobou. Drahy minimalniho ¢asu
pro zdrojovy paprsek (30) a dva odraZené paprsky ($2 a 1712)
jsou 2znazornény na obr.4. OdraZené vlny podél raznych
paprskovych drah (dhly se 1i8i od 1hlt znazornénych na
obrazku) budou prichazet v pozdéjsich dobach. AvSak my vime,
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Ze pro rovinné vlny plati, Ze pokud Uhel dopadu pifekraduje
kriticky uhel ¥, a Jjsou-1li fazové rychlosti v prilehlém
prostredi vysS8i neZz rychlosti ve zdrojovém prostfedi,
prostupujici vlna se (totalné) 1lame a pohybuje se podél
rozhrani vy3si fazovou rychlosti. Kénické vlny pohybujici se
podél této "lomené paprskové drahy" mohou pf¥ijit dfive neZ
vliny odpovidajici pfimo odraZenym paprskovym draham. Lomeny
P-paprsek (P-vlna podél rozhrani) je na obr.4 znazornén také
(éarkovana d&ara); 7c=sin71(cz/c1). Existence tohoto "lome-
ného paprsku" zavisi na poméru rychlosti obou prostredi,
hloubce zdroje a prijimace a horizontalni vzdalenosti mezi
nimi. Vypo¢ty minimalni doby prfichodu pro pfimy i lomeny
| paprsek budou probirany v kapitole IV.

P vina

Prostredr 1

~
~N
2D
~N

konicka ™

7 konickd

P v
Prostredr 2 vina

(X,2)

(0.2 )

odrazena dopadajricr

S vina P vina

odraZend
P vina

Z

Obr. 4 Dopadajici, odraZené a lomené vlny a paprsky
(c1>C2>C1>Cz)
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2. Prijimaci funkce

Jakmile jsou potenciidly ¢ a ¥y sestaveny pro vlny podél
kazdého paprsku, muZeme vypocitat vychylku resp. napéti
podle rovnic (2.7) resp. (2.10). Naprfiklad vychylky vyvolané
odraZzenymi PP- a PS-paprsky jsou

[ ]

axz - Si‘( s ) SSPZRPPe_S (7)2204-7722) +is&x ( i E ) dE
"
o
+ Si‘ ( S) SsszPSe—S (7]220+C22)+iSEX(c2 ) dE ,
Z e
o
u_ = sF(s) sSPzRPPe s(7'2zo”722)“55x(—712) d¢

+ sF(s) sSPZRPse's("zzo+czz)+1s§x(ig) de

o (3.5)
Podobné vychylky v prostfedi 1 vyvolané prosSlymi PP-
a PS-paprsky jsou

[+ ]
sF(s )J\sSPzTPPe_S ny2g™m, 2 H1sex 4 £) d¢

- 00

x1

o0

- [ - -
+ SF(S) SSPZTPSE s(’r;zz0 clz)+is£x(_c1) dE ,

I
0
)
~
(%]
~
9]
172 ]

PP -s(n z -n z)+is&x
1 pzT e 20 1 (nl) dg

sF(s) sSPZTPSe's("zzo'c12)+is§x(iE) d¢

- (3.6)

+

Nehledé na parametr s, zv1lastni soucdinitelé ig, Cz, —n,,
-¢, a m (vSechny uvnitr =zavorek) budou oznadeny jako

pfijimaci funkce pro vychylky. Timto zpusobem mGZeme sesta-—
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vovat paprskové integrdly pro libovolny typ odezvy (vychyl-
ky, rychlosti, napéti, atd.) s pouzitim stejnych koeficientu
odrazu a prestupu pro vychylkové potencialy spolu s nalezi-
tou zdrojovou funkci a prijimaci funkci.

PonévadZz uvazZujeme pouze P-zdroj, je vychylka sloZena ze
dvou paprsku, PP a PS. Pokud by zdroj (z=zo) emitoval rovnéz
S-vlny, existovaly by ¢étyri paprskové integraly (PP, PS, SP,
SS). Prfijimaci funkce jsou vSak stejné pro oba zdoje P i S;
mimo pripad, kdy se prijimaé nachazi na volném povrchu nebo
na rozhrani.

JestliZe se pozorovaci bod naléza na volném povrchu
poloprostoru, vSechny proslé paprsky zmizi. Dale, je-1li z=0,
tfi paprsky znazornéné na obr.4, zdrojovy P-paprsek a
odrazené PP- a PS-paprsky, se spoji do jediného P-paprsku.
Nechame-1i z-0 v rovnici (3.5) a priéteme-li pifispévek od

$o, dostaneme

©

- 00

Ex(x,o,s)

(3.7)

«©

u (x,0,s)
z

-

Podobné s primkovym S-zdrojem v z=z , dostaneme pro odezvu
v z=0, vyvolanou sjednocenym S-paprskem

0

- 00

u (x,0,s)

(3.8)

[+ ]

u (x,0,s)
z

-

Ve vySe uvedenych rovnicich jsme vynechali index 2 u S, 7 a (.
Velidéiny uvnitf hranatych zavorek rovnic (3.7) a (3.8)
budeme nazyvat "povrchové prijimaci funkce" pro sjednoceny

paprsek. Pro rychlejS8i orientaci jsou shrnuty pfijimaci
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funkce pro vychylky a napéti v tabulce II.

Tabulka II

Prijimaci funkce pro rovinné pretvoreni [D v rovnici (3.18)]

Vychylka

nebo napéti q P vlna S vlna

Pfijimaé¢ uvnit#

u_ 1 -em ig
u_ 1 i€ e
T 2 u(g+£*) -2ue (i€)¢
T 2 u(g®-g2-29%) 2ue (i€)¢
T 2 -2ue(ig)n —u(g?+¢?)

ZX

Prijimaé¢ na volném povrchu z=0 (e=-1) a na dné (e=1)

z

u 1 -en+enR T +igR"® ic+enR°F+ieRr®S

1 ig+igR" T -eCRS

(=g

eC+igR°F LRSS

B. Koeficienty odrazu a prestupu

Koeficienty odrazu a prestupu v predchozich rovnicich

jsou stejné jako koeficienty pro rovinné P- a SV-vlny (Ewing

a kol., 1957, str. 87)

R = [(£,-¢ )(m_+m ) = (m -m_ )(¢ +¢ )]a"},

1

PS _ _ -

R~ = 182(£2m4 £4m2)A ,

PP _ -1 PS _ ., -1

T = 2(m_ +m )A" ", T ° = ie2(L +2)A"",

SP_ _ sy -1

R™” = 82(m3£1 m1£3)(1A) ,

R% = [(2 -2 Y(n +m ) = (m_-m )(& +£ )]a~?
2 4 1 3 2 4 1 3 !

F = 82(m1+m3)(iA)_1 , TS5 = 2(£1+£3)A'1,
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kde

A = (£1+£3)(m2+m4) - (£2+£4)(m1+m3)
Prvky 21,22,. ;.,m3,m4 mohou byt vyjadfeny pomoci smykovych
modulu uoa £, L cj, jak jsou definovany v rovnici (3.2),
kde index j (=1,2) je pripojen z duvodu rozli$eni zdrojového
(2) a prilehlého prostredi (1)

- 2 2 2 2 - 2
¢ = colu(g®+¢?)-2£7], ¢, = Co(E/C, ) IR(e*+c2)-(£%4D),
e, = C2(n /n,)[E%+g2-20€7], ¢, = co(28n ) (1-1),
m = -C>(2£¢,)(u-1), m, = C(L, /¢, [€%+¢5-2uE"],
m, = ~Co(&/m) [+ -u(g™+) ], m, = colu(g*+c])-2¢71,
(3.10)
kde

— _ 2 _
o= /u a c, =ul/p, .
JestliZe je prostredi 1 vakuum, koeficienty prostupu
jsou nulové a koeficienty odrazu na volném povrchu jsou

(indexy u n a { jsou zanedbany)

R™ = [4ng€+(£+¢H)%18 , R® = BT, (3.11)
R™ = e(i4gm) (457, RY = e4gq(£%+L%)(i8)7

kde
R® = [(¢,-¢)(m+m ) - (m-m )(£+¢ )1,

Koeficienty odrazu a prestupu z rovnic (3.9) a (3.11),
které popisuji konverzi médu, (R"S,R*F, T8, T°F) obsahuji
smérovy ¢initel e, ktery je +1 nebo -1 podle toho, zda se

v -

dopadajici vlna §ifi ve sméru osy +z nebo -z. Znaménka
u koeficienti =zachovavajicich mdéd (RPP, RSS, ™ a TSS)
zistavaji nezménéna.

Poznamenejme, 2Ze vSechny prvky 21, m, jsou bud realné
sudé funkce € nebo realné liché funkce £, je-1li £ realna

proménna. Tedy pro realné § jsou vSechny koeficienty zacho-
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vavajici méd realné sudé funkce € a vSechny koeficienty
ménici méd jsou imaginarni liché funkce £.

C. Prijimaci funkce a zobecnéné paprsky

Ve vicevrstvém pevném télese prochazeji vlny vyzarované
zdrojem fadou odrazu a prostupu, neZ dosdhnou prijimace.
Zobecnéni paprskova cesta, ktera spojuje zdroj a pfijimad,
miZe byt sestavena z vertikalni vzdalenosti pro kazdy méd
vlny (P- nebo S-vlna) ve v8ech vrstvach, celkové horizontal-
ni vzdalenosti a sméru Sifeni. S kaZdym odrazem nebo prostu-
pem se méni amplitudy sloZek rovinnych vlin podle odpovidaji-
cich koeficientu odrazu nebo prestupu. Tedy pro vicenasobné
odraZenou a prosSlou cylindrickou vlnu miZeme urcéit vyslednou
odezvu podle stejnych pravidel, jaka byla pouZita pri
odvozeni rovnic (3.5) a (3.6).

- Dva priklady zobecnénych paprskovych drah jsou znazorné-
ny na obr.5. Laplaceovy transformace paprskovych integralu
pro kazdy priklad jsou uvedeny dale (d=z-h).

ROZHRANT
0 X 1
h1
(2)
hz
(3)
Z
ROZHRANT
0 X ()
h1 7 P S P
° (2)
, P S\id
S (X,2) (3)
Z

Obr.5 Cesty zobecnénych paprsku:

a)ptimkovy zdroj ve vrstvé 2, P-vlna do pfijimace;
b)ptimkovy zdroj ve vrstvé 1, S-vlna do prijimace.
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Priklad A:
Primkovy zdroj ve vrstvé 2, prijimaé¢ ve vrstvé 2 (P-vlna)

00

- _ 2= PP (3),SS (3),. sg(x,z; &)
u, =% F(s) szR(z)RPs R(Z)Rsp (ig)e a€

g(x,z;€) = i&x - [n (z -h +h )+2{ h_ +n_(h_ -d)]
ﬁz = nahrad pfijimaci funkci (i£) v integralu (nz) (3.12)

Ponévadz prvni segment je v P-médu a zbyvajici mohou byt
v P- nebo S-médu, existuje celkové 1x2%=16 paprskovych
integrald pro vsSechny kombinace médid podél této cesty, osm

pfichodd P-vln a osm pfichoda S-vln.

Priklad B:
Primkovy zdroj ve vrstvé 1, prijimac¢ ve vrstvé 2 (S-vlna)

[+4]
—-— _ 2—
u =s F(S)JSPlT

-

(2)p(2) PSS SP (2) sg(x,z; &)
PS Rsp (2) (1) Ps (cz)e ag ,

g(x,z;€) = iEx—[nl(h1—20)+C2h2+n2h2+c1h1+n1h1+c2d]
ﬁz = nahrad prijimaci funkci (Cz) v integralu (ig) (3.13)

Celkovy pocet paprskovych integrald podél této cesty je
1x2°=32,

Ve vy3e uvedenych vztazich oznadéuji ¢isla v zavorkach
pfipojend k R- nebo T rozhrani, na kterém dosSlo k odrazu
nebo prostupu; PP,PS,... oznacduji zménu médu, horni index
znamena, ze dopadajici vlna se §iri nahoru (e=-1), a dolni
index znamena, Ze dopadajici vlna se $ifi dolu (e=+1).

Obecné Laplaceova transformace vychylek odpovidajici

kazdému zobecnénému paprsku je

(u_,u ) = szf(s)Js(g)n(g)n(g)esg""z;“ g , (3.14)

-0
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kde
g(x,2;€) = i&x - )(nz, +Cz ). (3.15)
j]

Ve fazové funkci g(x,z;€&), z,, resp. z jsou celkové
vertikalni vzdalenosti (projekce na osu z) P-segmenti resp.
S-segmentd v j-té vrstvé. F(s) v rovnici (3.14) je transfor-
mace casové funkce primkového zdroje, S(£) je =zdrojova
funkce, D(&£) prijimaci funkce a TI(€) je celkovy souéin
koeficientd odrazu a prestupu na rozhranich, na které dopada
zobecnény paprsek.

Zdrojova funkce S(£) miZe byt bud P-zdroj nebo SV-zdroj,
jak je udano v tabulce I. Prijimaci funkce D(&), které
zavisi pouze na médu (P- nebo S-vlina) a sméru (nahoru nebo
dolu) posledniho segmentu zobecnéného paprsku, jsou vypsany
v tabulce II. Pro ﬁx je D(&) dimaginarni a 1liché, je-1i
posledni segment P-méd, a redlné a sudé pro S-méd. Pro u to
plati obracené.

Vlastnosti M(£) jsou urc¢eny médem prvniho a posledniho
segmentu paprsku a vlastnostmi koeficientl odrazu a ptestu-
pPu. Pro redlné § jsou vSechny koeficienty zachovavajici méd
(R”",R%, T a T°°) realné sudé funkce € a vSechny koefi-

(R", R, 77 a T°) imaginarni liché

cienty ménici méd
funkce . PonévadZ prvni segment vyvolany P-zdrojem je vZdy
P-m6d, TM(£) je potom redlnd sudd funkce v €, jestliZe
posledni segment je P-méd (méd se zachovava); a imaginarni
licha funkce, jestliZe posledni segment je S-méd (méd se
méni).

Dusledkem predchozi diskuse je, Ze pro P-zdroj je souéin
S(&)I(£)D(&) vzdy imagindrni lichou funkci £ pro Ex(-iEEx)
a redlnou sudou funkci pro uz(E;. To nam umozZnuje napsat
rovnici (3.14) jako

®
ax(x,z,s) = 25°F(s) SmJEEx(E)eﬂﬂmzﬁ) s, (3.16)

(o]
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0

u(x,z5) = 25°F(s) ReJEz(E)esg(x’Z;E) ae . (3.17)

o]

kde 3m a RXe oznac¢uji imagindrni a realnou ¢ast, EX(E) a

Ez(g) oznac¢uji sudé funkce £; readlné, je-li realné.

Po shrnuti je pak procedura pro odvozeni integralni
reprezentace zobecnéného paprsku je nasledujici:

1) Urdéit drahu paprsku spojenim zdroje a prijimac¢e rovnou
(zdrojovy paprsek) nebo lomenou ¢arou (odraZeny a pro$ly
paprsek). Pro vicendsobné odrazZeny paprsek musi platit,
vyjma obou koncu, Ze kazdy segment lomené cary musi
prochazet celou tloustkou vrstvy.

2) Specifikovat méd (P- nebo S-méd) prochazejicich vln podél
kazdého segmentu drahy v kazdé vrstvé.

3) Urcéit koeficient odrazu R a koeficient prestupu T na
kazdém rozhrani, kterého se dotkl nebo kterym prosel
paprsek.

4) Sestavit integrand jako soudin zdrojové funkce S (tab.I),
koeficienti odrazu a pfestupu 1 [rovnice (3.9) az
(3.11)], ptijimaci funkce D (tab.II) a fazové funkce
exp(is&x-sh(€&,z)), kde jako v rovnici (3.15),

h(E,Z)=§I(njzpj+cjzpj).

Koneény tvar paprskového integralu pro vychylky nebo
napéti je

©

(T,,,u) = sf(s)qus(g)mg)D(g)e‘S“‘f’Z’“sE“ d€ (3.18)

-

kde mocnina g je dana téz v tabulce II. Meze integrace jsou
potom zménény z (-ow,0) na (0,0) stejné jako v rovnicich
(3.16) a (3.17).
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IV. Cagniardova metoda a tranzientni vlny

vyvolané primkovym zatiZenim

Abychom nalezli zpétnou Laplaceovu transformaci Ex resp.
ﬁzreprezentovanou rovnicemi (3.16) resp. (3.17), uvaZujme

nejprve integral
- o ( . ) v
u(s) = I EE(£)e®9™ B8 g¢ | (4.1)
0 .

Poznamenejme, Ze funkce g(£&) ma& rozmér d&asu. JestliZe je
g(&) nahrazeno proménnou, reknéme -t, a jestliZe inverzni
vztah E=gq(t) miZe byt urcden jednoznacdéné, potom je integril
Laplaceovou transformaci funkce §&(t)E[&(t)](d&/dt). Zpétna
Laplaceova transformace muZe byt ziskana inspekci. Toto je
podstata Cagniardovy metody.

V literatufe nalezneme nékolik verzi Cagniardovy metody.
Nas vyklad se pridrzuje Cagniardovy puvodni prace (1939,
kap.5) a ¢lanku Garvina (1956).

Zacnéme zapisem fazové funkce [rovnice (3.15)] ve tvaru

4
g(x,z;€) = ix - ) z (£°+a (4.2)

?)1/2
j=1
kde a4=1/c2, a3=1/02, a2=1/c1 a a1=1/01; zj je celkova
vertikalni projekce vSech segmenti spojenych s "pomalosti"
aj. Bez ztraty obecnosti mizeme predpokladat, Ze
c,>C>c >C. . JestliZe je zdroj ve vrstvé 1 a zobecnény
paprsek neprochazi vrstvou 2, pak se sumace provadi pouze
do 2. Na druhou stranu, jestliZe paprsek prichazi k prijima-
¢i ve vrstvé 3, budou do g(&) zahrnuty také rychlosti vln
ve vrstvé 3, c3(1/a6) a Ca(l/as), a sumace bude roz$irena
az k j=6. Predpokladame a. <a_<a <a_<a_<a, .

Clen E(&) v rovnici (4.1) je obecné funkci Ez a ngzgf

(3)

. ~ 3 L -
pro j=1,2,..,6, protoze R;f a TPs atd. zavisi na a5 a as.

E(€) je redalné, je-1li £ realné.
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A. Cagniardova metoda

Transformace € na t vztahem
-t = g(x,z;€) = i&x - ZZJJ€2+af (4.3)
j]

zobrazuje komplexni proménnou £ do komplexni roviny t (obr.é6
a 7). Funkce E(&£) a g(&£) jsou diky fezlm vyznadenym na
obrazku jednoznacéné. V obr.6 jsou body rozvétveni iiay iia6
a odpovidajici rfezy vynechany. Jejich vyznam bude probiran

v kapitole IV.B. 2.

MIXTTRAORI XN

E ]
— 1Oy
7 - iOZ
- IO3
779 — i04
H
K

Obr.6 Integraéni cesta AB a komplexni rovina £
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Obr.7 Integradéni cesta A'B’ a komplexni rovina t

Funkce E(£) ma na imaginarni ose £ téZz jednoduché pébly,
které odpovidaji vlnovym "pomalostem" Stoneleyovych vln na
rozhrani (2) a (3) a Rayleighové vlné na volném povrchu (1)
(viz obr.2). PonévadZ jsou rychlosti Stoneleyovych vln mens$i
nez rychlosti P- a S-vlin v prilehlém prostrfedi a rychlost
Rayleighovy vlny je mensi neZ obé fazové rychlosti v horni
vrstvé, budou vSechny tyto pély umistény nad (pod) bodem
rozvétveni +ia, (—ia4) v horni (dolni) poloroviné £. Tyto

pély nejsou do obrazku zakresleny.
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Rovnice (4.3) zobrazuje realnou £-osu, kteri je puvodni
cestou integrace (pfimka AB v obr.6), do kfivky v komplexni
roviné t (krfivka A'B’ v obr.7). Kfivka ma podatek v A’', coZ
odpovida t=tA, kde

tA = -g(x,z;0) = szaj

Kfivka ma asymptotu O’'B’ znazornénou d¢arkovanou c&arou na
obr.7.

Zobrazeni imaginarni £-osy je komplikovanéjsi a vyzaduje
studovani zpétné transformace rovnice (4.3), Xktera je
E=gq(t). JestliZe v rovnici existuje pouze jedna nebo dvé
odmocnihy, mize byt €& vyjaddfeno explicitné pomoci ¢.
V pfipadé vice neZz dvou odmocnin, muZe byt zpétna transfor-
mace vypoctena numericky. Inverzni funkce g'l(t) mize mit
singularity, je-1li dt/d&€=0. V téchto singularitidch ma
transformace v rovnici (4.3) stalé hodnoty.

Necht podél imaginarni osy €=iw, w je redlné. Rovnici

(4.3) maZeme potom prepsat do tvaru

t = xw + szia?—wz
Tedy t je komplexni, je-1li le)a4 (body nad E nebo pod E
v obr.6), a realné, je-li |w|<a4 (body mezi E a E). Jak
w-otoo, blizi se t asymptotam K’'K’ (viz obr.7), protoze
t»iw(x+i§zj).

Stalé body funkce t=-g(€) jsou ziskany z rovnice

%_g_ = -ix + 2zjg/|g2+aj =0 . (4.4)
3

Lze dokazat, Ze tato rovnice ma pouze jeden koren, £=ibw
kde bH je kladné realné dcislo mend3i nez a, pro vSechny
kladné hodnoty x. Tento bod je v roviné & oznac¢en M (obr.6)
a je zobrazen do bodu M’ na realné ose t. V tomto stalém
bodé je inverzni funkce g '(t) singularni (singularita
poloviéniho fadu). Aby bylo t(€) jednoznac¢né, je zaveden rez
od M’ podél realné t osy do bodu M’ (obr.7). Druhy bod M’ je
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zobrazen do £=-ib coZz je kofen rovnice (4.4), jestlize
vybereme jiné vétve odmocnin.

Odtud plyne, 2e AME segment (podél kladné imaginarni
£-osy) je zobrazen do kfivky A'M'E’ v roviné t, kde A'M je
pod fezem a M'E’ je nad fezem (obr.7). V bodé M’ je hodnota
t rovna t, =-g(x, z; 1b ), coZz je maximdlni hodnota t(€) mezi
bodem A a E. Zbytek osy se zobrazuje do komplexni cesty E'K’
s nespojitostmi ve sklonu v E’ atd. Body E’', F’', G' a H' se
zobrazuji do odpovidajicich bodu rozvétveni. Cesta ma
asymptotu O’'K’ a vSechny pély na imaginarni £-ose jsou téz
zobrazeny do této cesty (pdély nejsou na obrazcich znazorné-
ny). Zaporna imagindrni £-osa je zobrazena do kfivky A’E’K’
v roviné t. .

PonévadZz v oblasti uzaviené krivkou A’'B’ (B’ v nekoned-
nu) a realnou osou t neexistuji singularni body a 1lze
dokazat, Ze prispévek podél B’'C’ zmizi, mazZe byt integrace
podél krivky A’B’ nahrazena cestou podél A'M'C’ (A'M’' lezi
pod rfezem). Jak je patrno z rovnice (4.3), tdsek M'C’ realné
t—-osy se zobrazuje do MC v komplexni roviné £. Opét ne-
existuji singularni body uvnitr AMCB (CB v nekonec¢nu). Tedy
integrace podél puvodni cesty AB v roviné £ muZe byt nahra-
zena jednou ze t¥i nasledujicich cest:

i) A'B’ v roviné ¢,
ii) A'M’'C’ (A'M’' pod fezem) v roviné t,
iii) AMC v roviné E£.
JestliZze je pouzZita cesta A'M'C’ v roviné t, je integra-

ce v rovnici (4.1) transformovana do realné proménné

u(s) = fg-(t)E[g(t)]—El at . (4.5)

A

Zpétna Laplaceova transformace je potom
u(t) = £(6)E[E() 1950(E-t,) (4.6)

kde H(t) je Heavisideova skokova funkce a £(t) je nalezeno
z inverzni funkce &=g '(t).
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Ponévadz u(t) v rovnici (4.6) je zpétnad Laplaceova
transformace u(s) v rovnici (4.1), 2zpétné transformace Ex
a Ez v rovnicich (3.16) a (3.17) jsou potom nalezeny pomoci
konvoluéniho teorému. yA tabulky I vyplyva, Ze
s°F(s)=As"f(s), kde A je konstanta a n=0 nebo 1. Tedy

t
ux(x,z,t) = 2a[£™ (t-1) 3m[EEx(E)%%H(t—tA)] dt ,

"o (4.7)

t

n

u (x,z,t) = 2A|£®(t-1) Ke[E_(£)SH(z-T,)] dT

J

0

kxde predpokladame f£(0+)=0 a f£™(x)=d"f(x)/dx". Rovnice
(4.7) je presnym reSenim pro vlny podél zobecnéného paprsku.

Poznamenejme, Ze v rovnici (4.7) je € implicitni funkci
T definovanou rovnici (4.3). Dale pro t=t je d¢/dt singu-
larni [(4.4)]. Pro numericky vypocet téchto integrala je
daleko vhodnéj$§i provésti integraci vzhledem k proménné £.
Predné integrace rovnice (4.6) vede na

t

Jg(r)E[E(t)]%%H(t—tA) dt

0

t
Ig(t)dt

t

H(t—tA)[E(r)E[E(t)]%% dt

t
A

Posledni integrace miZe byt 2zménéna na integraci vzhledem
k pavodni proménné £, je-1li znovu aplikovana transformace
dand rovnici (4.3). Ma-1li ¢as t hodnotu t., potom £=€,.
Potom, jelikoZ pro &=0 je t=tA, miZeme psat

t:1 61
j u(t) dt = H(tl-tA)j EE(E) dE . (4.8)
0 (0]

Integraéni cesta pro £ vede podél AMC v obr.6.

Horni mez El(x,z;tl) je bud ryze imaginarni (£1=ib1),
anebo komplexni; zavisi to na tom, zda je t1<tH nebo t1>tw
Z rovnice (4.3) je =zrejmé, 2zZe, je-1li t <t <t, muze £
nabyvat dvou mozZnych hodnot: mensi hodnotu mezi A a M nebo
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vét3i hodnotu mezi E a M. AvSak zde musi byt vybrana mensi
hodnota, nebot zobrazeni AM odpovida integraéni cesté A'M’
pod rezem roviny t (obr.7). Takovyto bod je v obr.6 oznacden
ib1' Pro t1>tH je odpovidajici bod na obr.6 oznacen gr

Dale provedeme integraci per partes rovnice (4.7)
s pouzitim rovnice (4.8); predpokladame, Ze zdrojova funkce
je hladka funkce,

t £ (1)
u (x,z,t) = 2A H(t-tA)If(m“(t—‘c)[Smfi £E (£)dg] dt ,
t (o]

A
(4.9)

t & (1)
2A H(t—tA)If(m“(t—t)[fKef1 E (£)dg] drt
t (o]

uz(x,z,t)

A

V téchto rovnicich je A konstanta a f(t) je ¢asova funkce
zdroje (viz tab.I); n=1 pro vSesmérové zdroje a n=0 pro
vertikalni silu; plati vztah s°F(s)=As"f(s). Funkce £(t)
a jeji prvni derivace jsou spojité pro tz=0 a £(0)=f’'(0)=0.

Rovnice (4.7) a (4.9) zavr3uji analyzu odezvy pro
pfimkové zatiZeni pro 1libovolny paprsek ve vicevrstvém
pevném prostrfedi. Celkova odezva je souctem odezev odpovida-
jicich v3em 2zobecnénym paprskum. PonévadZz existuje cesta
nejmenSiho ¢asu a pocdateéni c¢as pro kazdy paprsek, pred
kterym nedochazi k 2zadnému prispévku, je zrejmé, 2Ze pro
popis celkové odezvy béhem koneéného c¢asového intervalu, je
tfeba pouze koneény pocet paprsku. Okamziky prichodu jedno-
tlivych paprskd jsou probirany v kapitole IV.B a VII.A.
Celkova odezva vln putujicich podél vsSech moZnych zobecné-
nych paprskovych drah je diskutovana v kapitole VII.

B. Primé paprsky a lomené paprsky

Paprskové integrdaly v rovnici (4.9) jsou bud ve tvaru

imaginarni c¢asti komplexniho integralu (u ),
X

u = Bmf EE(E) dE (4.10)
AMC
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nebo reidlné casti komplexniho integralu (uz)
u = ke[ E(£) dg . (4.11)
AMC
172

(j=1,2,...,6); je

Integrand E(§&) je funkci Ez a (gauﬁ)
172

realny, je-li £ realny, je-1li £ a vSechny (§2+a?)
Integraéni cesta AMC je definovana transformaci (4.3) a je
znazornéna na obr.6. Integrad¢ni cesta konéi v E1’ které je

realné.

vypocéteno pro dané hodnoty x a zj v okamZziku pozorovani.
Integrace podél AM na imaginarni ose je dale zkomplikovana
moznosti dodateénych bodl rozvétveni §=ia65 mezi body A a

M. Jejich vliv budeme nyni vySetrovat.

1. Primé paprsky
Jdéme podél cesty AM, kde €&=iw, w je realna proménna.

Rovnice (4.3) potom vypada

t - wx - z zj|af—w2 =0 . (4.12)

351

Leva strana této rovnice je faze zobecnéné rovinné vlny, x
resp. §zj je horizontalni resp. vertikalni souradnice a w je
"pomalost" faze podél horizontdlniho sméru. Celd rovnice
predstavuje postup rovinné vlnoplochy.

Doba potfebna na to, aby cylindricka vlna dorazila do
pfijimace, je urcéena z té hodnoty w, pro kterou je t(w)
maximalni. Duvod spodéiva v tom, Ze ruzné hodnoty odpovidaji
riznym teénym rovinam ke skutecéné =zakrivené vlnoploSe
a rovina v prusec¢iku vlnoplochy a radialni primky spojujici
zdroj a prijima¢ musi do prijimacde dorazit jako posledni.
Tedy hodnota w, pro kterou paprsek dosdhne primo prijimad

(véetné vicenasobnych odrazu a prostupl), je jedinym korfenem

Z W
d¢ _  _ v __ i _
W =X z 0 . (4.13)
3 2 2
aj—w

Kofen byl jiZz drive definovan jako £=iw=itk, kde 0<b»m<a4
(bod M v obr.6). Odpovidajici hodnota pro t je t
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t =
m

Proto v

a proSlého paprsku do prijimace.

xb + Zz \laz—b2
m 3 j

case

j M

t=t
M

prichazi vlnoplocha

radné

(4.14)

odrazeného

Paprsky s radnym odrazem

a prostupem jsou nazyvany primymi paprsky (obr.8a).

—x——

(1)

(2)

h1 | P C1,C_]
h |
2 |
2 ¥ 9
d 5 G
¢5,C5
la |
[ |
wC
h, P a,.q,
h2 . v, i E'd
d p | | 94093
P*
9¢-95
la al
) X "
We
ny /P
h ) | I6’
2 Y | |
y ¢ |
P | |
Obr. 8 a) primy paprsek;

b) lomeny P-paprsek podél

rychlého dna;

c) lomeny S-paprsek podél rychlého dna.

45



2. Lomené paprsky

V kapitole III jsme se zminili, 2Ze rovinné vlny mohou
byt totalné odraZeny od rozhrani, je-1i dhel dopadu vétsi
nez kriticky dhel ¥, a cylindricka vlna, reprezentovana
paprskovym integradlem, ktera se Sifi podél této "lomené
paprskové drahy", pfichazi drive do prijimacde (obr.4). Tato
lomena vlna se nazyva "c¢elnad vlna" (angl. head wave) nebo
"kénicka vlna" (Cagniard, 1939, kap.7). V naSem pripadé se
miZe lomena vlna objevit pri dopadu dolu se S§irici P- nebo
S-vlny na rozhrani (2) nebo (3), nebot jsme zavedli predpo-
klad, 2ze v nizs$ich vrstvach jsou fazové rychlosti vyssi
(obr.2).

Aby mohla lomena vlna existovat, musi byt pomalost faze
w, ktera je dana rovnici (4.12), rovna jedné z pomalosti
rychlého dna. UvazZujme pripad trisegmentového zobecnéného
paprsku emitovaného P-zdrojem ve vrstvé 2. Obr.8a zobrazuje
primy pSP-paprsek, kde malé pismeno oznaduje Sifeni smérem

dolli. Z rovnice (4.12) odvodime fazi tohoto paprsku

t 2

xw + Zz a’-w
5 b

Xw + dlai—wz + thaz—wz + hlJa:—wz . (4.15)

Je-1i w=a_ nebo a je ¢ast tohoto paprsku lomena na rozhra-

ni (3) a vlny podél lomeného paprsku prichazeji v d¢ase t5
nebo t. kde (obr.8b,c)

t = xa_ + ZZ,Ja?-aZ (£=5,6) (4.16)

f f 3 j j f

PonévadZz aaca, (c3>03>c2), je nutnou a postacdujici
podminkou pro prichod lomeného paprsku prfed primym paprskem
(t_ <t_ nebo-l1li a_ <b )

5,6 M 5,6 M

(dt/dw) >0 (4.17)
5,6

protoze t, je maximalni hodnota t(w) pro 0<w<a,. Pomoci
rovnice (4.13) lze podminku pfepsat na tvar
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- ' '
X > X = a z (4.18)

Ponévadz a<a, potom x<X_. Vzdalenosti X, a X jsou dva
kritické rozsahy; bude-1li x menSi neZz tyto rozsahy, budou
ahly dopadu pro proSly paprsek menSi nez kriticky uhel,
takZze 1lomené vlny nevzniknou. Vyhodnoceni komplexnich
integrald v rovnicich (4.10) a (4.11) zfejmé =zavisi
na umisténi prijimaée (x,z), ¢&ase pozorovani (vzhledem
ke kritickym rozsahum X, X, a kritickym casum t“,tsa.tsy
Pro obé rovnice muZe byt integrace rozdélena do dvou d&asti,
prvii od A do M podél imaginarni osy £ (=iw) a druhd od M
do El(t) podél MC v komplexni roviné (obr.6 a 9).

Nejprve podle rovnice (4.18) vyhodnotime X, (f=5,6)
pfi znamych vertikalnich projekcich zZ, zobecnéného paprsku
a potom porovname horizontalni vzdalenost x s X,

,6°

Pripad A: x<x6

Lom neexistuje a vlny 8ifici se po primém paprsku pSP
jsou zobrazeny v obr.8a. Uhly dopadu, odrazu a lomu spliuji

Snelluav zakon

siny _ sin & sin 8§ _ sin w (4.19)

c C . T ¢
2 2 2 1

w v rovnici (4.15) je pomalost rovinnych vln promitnutych
do x-ové osy; plati vztah w=1l/c, a

sin ¥ = cz/c , Sin & = CZ/c , 8in w = c1/c. (4.20)

Poznamenejme, Ze Snelluv zdkon muZe byt primo ovéren pomoci
téchto rovnic. Hodnota w nebo ¢ zavisi na dopadajicim dhlu ¥
a naopak. Je-li w=b [rovnice (4.13)], doba postupu podél
této drahy je minimdlni a ¢as prichodu tohoto paprsku je tn.

Ponévadz v tomto pripadé, x<x6(<x5), lezi body rozvétve-
ni ia56 nad pevnym bodem M (viz obr.9a). Hodnoty u a u,

[(4.10) a (4.11)] podél AM mizi. Tedy
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b
3mj EE(E) da¢ :smj "(-w)E(iw) dw = 0 ,
AM 0

(4.21)
bH
xej E(iw)i dw = 0 .
(0]

xej;§<e) ag

Divodem je, Ze E(iw) je redlna funkce pro 0<w<b, . Tedy pouze
druhda d¢ast integrace podél Mg1 ptispiva k celkové odezvé,
je-1i t>t,.

Pfipad B: x5>x>x6
Je-1li pozorovaci vzdalenost vétsi neZz kriticky rozsah

X je c¢ast paprsku lomena podél rozhrani (3) jako P-vlna

6[
(obr.8b). Tento pripad budeme oznadovat jako pP*SP-paprsek.
V tomto pripadé w=a;ﬂjc3 a uhly 7, 6 a w jsou definovany

[(4.20)]
sin 7 _= cz/c3, sin 8§ = CZ/c3 a sin w = cl/c3. (4.22)
Toto jsou kritické Ghly lomu (totdalni odraz). Z rovnic
(4.22) je zrejmé, ze kritické uhly existuji pouze, je-1li
c . >c_>C_.
3”7 2772
Doba prichodu podél této drahy je [(4.16)]

t = xa_ + dlaz-a: + hzlaz—az + hlla:—az ] (4.23)

6

Tento vzorec si muZeme ovérit z geometrie v obr.8b; pozname-
nejme, Ze celkovy ¢as potfebny k prichodu cestou je
a x a_ x a_ x

4 7P . 3 °s 2 P
= —— + a X' + — - ,
sin 70 6 sin ac sin wc

kde x§+x'+x§+x;:x a kazdy c¢len je x-ovou projekci prisluSné-
ho segmentu.

Jak je vidét z obr.9b, v tomto pripadé lezi bod rozvét-
veni ia6 pod bodem M, ale .ia5 stale jesté 1lezi nad nim.
Integrace podél imaginarni osy od A do ia6 zmizi, protoze
E(iw) je realné pro O<w<a . Tedy odezva v prijimac¢i zacina
v case t=t6. Potom nasleduje prichod primého paprsku v dase
t=tH. Koncovy bod integracdni cesty 51 zavisi na dvou moznych

48



hodnotéach t

a) Jestlize t<t, potom El=ib1 (b(bH); ryze imaginarni
¢islo. Druhou ¢ast integrace proto nemusime uvaZovat.

b) Jestlize t>t,, £1
¢asti integrace prfispivaji k celkové odezvé.

je komplexni c¢islo na cesté MC a obé

SN
ot C
l(]5
ia
6 § O
M- 1
rbM
A Re §
g Img e Ims§
105 iO5
o)
MITE M b a
sl S I
(e
Al ° Rekg
t<tM
£ Im €
———e@iaq
4
C
M"io
N
— 1 d
Al ° Reg
t<tM t>tM

Obr.9 Integrac¢ni cesty pro primé a lomené paprsky
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Pripad C: x>x5
Ponévadz x5>x6, existuje navic k pP*SP-paprsku lomeny
S-paprsek (pS*SP) (viz obr.8c). Kritické Ghly jsou dany

sin 7/ = c2/03 , sin ac = C'Z/C3 » sin ! = c1/C3. (4.22)

Doba pifichodu je t5 [(4.23), kde zaménime a_ za as].

Jak je vidét na obr.9c, lezi v tomto pripadé oba body
rozvétveni ia6, ia5 pod pevnym bodem M. Hodnota integralu
mezi A a .ia6 bude stale nulova. Odezva zaéne s prichodenm
PP*SP v t=t6 a nastava nahla zména pfi prfichodu
pS*SP-paprsku v t=t5. Tyto dva 1lomené paprsky jsou
nasledovany primym paprskem v t=tM. Koncové body integrace
jsou stejné jako v pripadé B.

3. Podpovrchové a povrchové sily a koénické vlny

Druhou paprskovou dridhou, ktera je analogickd k lomenému
paprsku podél rychlého dna, je kénicka vlina generovana silou
pusobici na volném povrchu (obr.10). ReSeni tohoto problému
je obsaZeno v rovnicich (4.26) a (4.27). Fazové funkce pro
P-paprsek resp. S-paprsek jsou

igx - zJEz—az , a2=1/c1 ,

_t=
P (4.25)
-t = ifx - zJE -a; a1=1/C'1 .
Doby pifichodd jsou dany £=iw=ib [rovnice (4.13)], kde
1:»M=a2x/(x'2+z2)1/2 pro P-paprsek a bM=a1x/(x2+z2)1/2 pro
S—-paprsek.
Existuje vSak moZnost, Ze x-ova projekce fazové

rychlosti S-paprsku se rovna rychlosti P-vlny v prostredi.
PoloZime-1li €&€=iw a w=a, v druhé rovnici (4.25), ziskame

t = xa + zJaf—az ) (4.26)

2

Toto je doba pfichodu S-paprsku, ktery je 1lomen podél
povrchu a na obr.10 je oznaden P's. Takovyto paprsek

existuje pouze, je-li pozorovaci bod (x,z) mimo oblast
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9w<%’61

P vina

Z

Obr.10 P-vlna, S-vlna a kénicka vlna vyvolana silou
na povrchu poloprostoru (sin 7 =C /c )

kritického dhlu 7c=sinq(cl/c1).

Integradéni cesta pro tento pfipad je podobna integradéni
cesté pripadu B na obr.9b. Existuji pouze dva body
rozvétveni ia1 resp. iay které nahrazuji ias resp. ia{
Integraéni cesta zacdéinad od ia2 (doba pitichodu tz), pohybuje
se podél imaginarni osy k ibH pro S paprsek a potom se vraci
ke komplexni roviné podél cesty MC.

JestliZe je koncentrovana sila wuvnitf, generuje se
sférickd P- a S-vlinoplocha. Kromé odrazZenych vln Pp, Ps, Sp
a Ss existuje koénickd vlnoplocha (kénickd S-vlina) spojena
s lomenou P-vlnou podél volného povrchu. SP*s-paprsek
a vSechny vlnoplochy jsou zobrazeny v obr.11. Integrand
SP*s-paprsku je stejny jako integrand Ss-paprsku a cesta
SP*s—-paprsku zaé¢ina v bodé rozvétveni pomalosti P-vlny.

Poznamenejme, Ze jestliZe se vertikalni sila premistuje
k povrchu (zo»o v obr.11), odrazena Pp-vlna splyvd s P-vlnou
a Ss-vlna s S-vlnou. OdraZena Ps-vlina degeneruje na kénickou
vinu P*s znazornénou na obr.10. Tedy povrchova sila muZe byt
povazovana za degenerovany pripad podpovrchové sily (viz
kap.VI.B.1).
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S—vina P—vina

/

Obr.11 Dopadajici, odraZena a kénicka vlna
pfi podpovrchové sile v poloprostoru
(sin ¥ =C_/c,).
c 1 1
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V. Osové symetrické vliny vyvolané bodovym zatiZenim

Pfi vlnovém pohybu, ktery je symetricky okolo osy
z (obr.2), jsou vSechny proménné popisujici pole napjatosti
nezavislé na ¢. Jak bylo reSeno v kapitole II.B.2, mohou byt
vychylky [ur,o,uz] vypoéteny pomoci dvou potencialu ¢(r,z,t)
a y(r,z,t). Obecna fteSeni ¢(r,z,s) a yY(r,z,s) jsou dana
rovnici (2.31). ’

Pro trivrstvé prostfedi je deset neznamych koeficientu
A1""’D1; Az,...,DZ; A.3 a C3 urc¢eno VA deseti okrajovych
podminek v rovnici (3.1), kdyz T, resp. u je mnahrazeno T,
resp. u. Tyto podminky mohou byt nahrazeny pozZadavky

spojitosti Laplaceovych obrazi potencialt na rozhranich

- - 2= 2
3 + oy ¢ L, 3y _ s =
¢ az ! 2 2 v o
0z 0z (o4
[ (2 2 2= 2= 2
2u E—g - §; $ + Q—g + & Q—% - E; E] , (5.1)
| {2¢ C iz 0z\oz c

[ = 2= 2

d 8 =
Wl 5y

X} 0z 2C

Tyto podminky jsou 2zvlasté vyhodné, nebot obsahuji pouze
derivace vzhledem k z.

Jak je uvedeno v kapitole II.B, Laplace-Hankelovy obrazy
potencidlu osové symetrickych feSeni ¢ a ¢ [(2.30)] maji
stejnou zavislost na 2z jako Laplace-Fourierovy obrazy
potenciali reSeni rovinného pretvoreni ¢ a ¥y [(2.21)]. Tedy
zobecnéné paprsky pro osové symetrické vliny mohou byt urceny
obdobné.

Z obr.3 vyplyva, Ze bodovy 2zdroj v z=z_ emituje P-vlnu
se sférickou vlnoplochou. P-vlna je na rozhrani z=0 odraZena
a lomena. Vlny ve dvou prilehlych prostrfedich jsou
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¢.(r,z,s) = s°[ & (£2,5)3 (s€r)g d€
° | (5.2)
v (r,z,s) = szfoﬁﬁi(s,z,s)Jo(ssr)E g (i=1,2)
kde
az - F(S)S (77 )[ -s7 Iz-zol + RPPes(—'nzz-—nzzo)] ,
(5.3)
le =F(S)S (n )RPS s({z-'nz) ,
a
$1 = F(S)S (77 )TPP s(’r;iz'nz) ,
(5.4)
V‘} — F(S)S (77 )TPS s((znz)

Prvni ¢len v &2 je zdrojovy paprsek [(2.35) a tab.I].
Zbyvajici ¢&leny Vv rovnicich (5.3) a (5.4) odpovidaji
Fourierovym transformacim rovnic (3.3) a (3.4). Soucdinitel
-s€ je vlozen do rovnice (5.2), takZze koeficienty odrazu
a prestupu Rm:...,ﬂfs jsou stejné jako koeficienty
v pfipadé rovinného pretvoreni [(3.9) - (3.11)] za predpo-
kladu vynechani i (V-T) v téchto rovnicich.

Nyni je jiz zfejmé, jak odvodit zobecnéné paprsky
[(3.14)] pro osové symetrické vliny ve vrstevnatém prostredi.
Priklady jsou uvedeny v kapitole V.A. ProtoZe vS8ak integrand
obsahuje Besselovy funkce, nemiZze byt zpétnd Laplaceova
transformace ¢ a Y provadéna presné jako v kapitole IV,
nybrz je trfeba provést jisté dupravy. Tyto AUGpravy jsou
probirany v kapitole V.B.

A. Osové symetrické vliny v jednoduché vrstvé

Problémy tranzientnich vln v desce nebo ve vrstvé lezici
na poloprostoru jsou z hlediska aplikaci nejzajimavéjsi.
Ponévadz jsou vlny omezeny na jednoduchou vrstvu a vlny,

které pronikly do poloprostoru, nejsou odrazeny do vrstvy,
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lze 2zobecnéné paprsky v této vrstvé odhalit systematicky

pomoci maticového vyjadreni.

1. Maticové vyjadreni skupiny zobecnénych paprsku
Uvazujme opét bodovy zdroj ve vrstvé (obr.12) v hloubce
z=z, . Laplace-Hankelovy obrazy vln emitovanych zdrojem

mohou byt vyjadreny jako

$,(€,2,s) = H(Iz-Zz 1) S(&) F(s) , (5.5)
kde
$,(£,2,5) S, (&)
¢,(&,2,8) = [- ] ’ S(g) = [ ] /
b, (& 2,5) 5,(£)
H(z) = [e_snz 0 ] : (5.6)
0 -snz

¢ a S jsou dvé sloupcové matice. Prvni oznaduje skupiny
paprski a druha reprezentuje zdrojovou funkci. Index 0 u ¢o
oznac¢uje, Ze se jedna o nultou paprskovou skupinu, nebo-1li
zdrojovou paprskovou skupinu. Diagondlni d¢tvercova matice

H(z) je ¢asti fazovych funkci vin.

Obr.12 Skupiny paprskd v jednoduché vrstvé
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Ve sloZkovém tvaru rovnice (5.5) vede ke stejnému
vysledku jako Hankelovy transformace rovnice (2.35). Pro
bodovy vSesmérovy zdroj resp. koncentrovanou silu je S
(tab.I)

s - 1] e s - [
Dale necht
¢.(€,2,s)
¢,(£,2,5) = , (5.7)
v, (£, 2,9)

potom rovnice (5.5) vede ke stejnému vysledku jako
Fourierovy transformace rovnice (2.27). Tedy vysledky této
podkapitoly [rovnice (5.5) aZ (5.15)] jsou téz aplikovatelné
na problémy rovinného pretvoreni s primkovymi zdroji
(Norwood, 1975; Schmuely, 1975).

Zdrojovy paprsek je nyni pokladan 2za dopadajici vlnu,
ktera je odraZena od dolniho povrchu (z=h) s koeficienty
odrazu R‘® nebo od horniho povrchu (z=0) s koeficienty
odrazu R‘Y. Tyto jednou odraZzené vlny nazyvame prvni
paprskova skupina (¢1) resp. druha paprskova skupina (¢2):

(2)

¢1(Elzls) = H(h-Z)R ¢0(Elhls)

= H(h-z)R®PH(h-z_)S(£)F(s) , (5.8)
¢,(€,2,5) = H(z)R"g (€,0,5)

= H(z)R"MH(z )S(£)F(s) . (5.9)

Matice pro koeficienty odrazu na rozhrani (1) resp (2) jsou

PP SP R® g®@
1y _ (1) (1) @ _ PP SP
R = | .o o resp. R™ = | 2) (5.10)
R R
(1) (1) PS ss
SlozZzky RPP,...,RSS,RPP,...,Rss jsou uvedeny v kapitole III.B

s prisluSnymi dGpravami pro osové symetrické vlny

56



Pfi druhém odrazu je ¢1 odrazeno v z=0 jako ¢3 a ¢2 je
odrazeno v z=h jako ¢4. Vysledky jsou

(1)

¢3(EIZIS) H(z)R ¢1(Elols)

H(z)RmH(h)R(Z)H(h)H(-zo)S(E)f(s) , (5.11)
kde bylo pouzito vztahu H(h—zo)=H(h)H(—zo), a

(2)

¢4(§,z,s) = H(h-z)R ¢2(£,h,s)
= H(h-z)RPH(R)R " H(z)S(£)F(s) . (5.12)
Poznamene jme, 2Ze ¢o,...,¢4 se nazyvaji paprskové skupi-

ny, mnebot kaZda skupina je sloZena z nékolika paprsku.
Zdrojova paprskova skupina ¢o je slozena ze dvou paprsku (P
a §); ¢,
a PS). Pro ¢1 smérfuje prvni uUsek paprsku dolu ze zdroje,

a ¢2 jsou slozeny ze ¢tyr paprska (PP, SP, SS

kdeZzto pro ¢2 smérfuje nahoru ze zdroje. Podobné ¢3 a ¢4 jsou
sloZeny z osmi paprska (PPP, SPP, ..., SSS).

VSechny vys$S8i rady paprskovych skupin obsahuji soucéini-
tel

M = RUYH(h)RPH(h) , (5.13)

ktery predstavuje <¢ast paprsku, ktera prochazi dvakrat
tloustkou vrstvy a je odrazena jednou od dolniho povrchu

)
)

(koeficient R a jednou od horniho povrchu (koeficient

rR?Y). Celkovy vysledek je
00

$(£,2,5) = ) ¢ (£2,5)
m=0

- ¢, + F(s) [H(n-2)RPH(D) + H(2)M]

XZM"H(—ZO)S(E) (5.14)

n=0

+ f‘(s)[H(z) + H(h—z)R(Z)H(h)]

X i MR VH(Z )S(€)

n=0
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Prvni ¢élen je zdrojova paprskova skupina [(5.5)]. Druhy élen

je soucdet vSech 1lichych paprskovych skupin (prvni usek

vychazejici ze zdroje miri dolu) a tfeti d&len je soucdet
v3ech sudych paprskovych skupin (prvni asek mifi nahoru).

VySe uvedeny vzorec zobecnénych paprskii v maticovém
tvaru je vyhodny minimalné ze dvou duvodu:

1) Systematicky poc¢ita vSechny 2zobecnéné paprsky, véetné
vSech paprsku vyvolanych zménou médu, a automaticky
spojuje paprsky do skupin. Zpétné transformace ¢ budou
provedeny pro kaZzdou skupinu. Toto spojeni paprski do
skupin je potrebné, nebot tak se maZeme vyvarovat
divergenci numerické integrace, ktera by v pripadé
integrace kazdého paprsku zvlast mohla nastat (Spencer,
1965a).

2) Matice M je ¢tvercova matice druhého stupné, ktera
vyhovuje vlastni charakteristické rovnici podle
Cayley-Hamiltonova teorému. Tedy

M = -aM - bI |, (5.15)

kde I je jednotkova matice a a a b jsou koeficienty
charakteristické rovnice matice M. Opakovanym pouZitim
vySe uvedeného vztahu lze M" vyjadfit jako 1linearni
kombinaci M a I (Norwood, 1975).

Zpétna Hankelova transformace bude provedena podle

rovnice (5.2). Pokud ¢m(§,z,s)=[$m,$m], dostaneme

¢ (r,z,s)

*[ 8, (£,2,9)3 (ser)g ag
o]
(5.16)

v (r,z,s)

*[ Sgb,(€,2,5)3 (ser)g dg
0

2. Potencialy, vychylky a napéti

Z maticovych souéint zjistime, 2Ze &m nebo nilm rovnice
(5.14) je slozeno ze dvou ¢&asti, jednu vyvola S,-zdroj,
druhou Ss-zdroj. Kazda ¢ast ma tvar
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($_,9 ) = F(s)sme™? (5.17)
kde je fazova funkce, podobné jako fazova funkce v rovnici
(3.18), déana

h(g,z) = CZ1 + nz, = Z zj|52+af . (5.18)
EE!

z, je celkova projekce vSech P-Gsekl paprsku s "pomalosti"
a, (=1/c) do 2z-ové osy a z, je celkova projekce vSech
S-Gseku s "pomalosti" a, do z-ové osy. Posledni usek $m musi
byt v P-médu a posledni dsek &m v S-médu. V rovnici (5.17)
maZe byt S bud P-zdroj nebo S-zdroj a II predstavuje prubézné
soudé¢iny koeficientd odrazu.

Substituci rovnice (5.17) do rovnice (5.16) a potom do
(2.13) a (2.14) ziskame Laplaceovy obrazy vychylek a napéti.
Koneény vyraz pro kazdou veliéinu je soudtem dvou integralu,
jeden odvozen od $m, jeden od ﬁm; kazdy integral ma tvar

(@, , T, ) = s*F(s)[ S(EMEID(E) I (sEr)E dE . (5.19)
(o]

i i}

Mocnina q, fad n a prijimaci funkce D(&) jsou dany v tab.III.

B. Inverze Laplaceovych transformaci

Klic¢em k sestaveni zpétnych Laplaceovych transformaci Ei

nebo EU v rovnici (5.19) je nahrazeni Besselovy funkce

jejim integrdlnim vyjddfenim (National Bureau of Standards,
1964, rovnice 9.1.21)

- n i
J(z) = - J'elz‘mSW)cos(nw) dw (5.22)
n n o

2 "2 ()
Pt 0 § Z cos\w
gl Kef e cos(nw) dw , n=0,2,4,...
(0]

AN

/2

,-n+1 i (w)

i™ 3mf e” “°*“cos(nw) dw , n=1,2,3,...
0
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Tabulka 3 g, n a D(€) pro vychylky a napéti [(5.19)]

q n D(P-vlna) D(SV-vlna)
u, 1 0 —-£M -£
u_ 1 1 -£ -eC
T 2 0 w(g®+c®) 2uec€E
T 2 1 2uegn r(g°+¢®)
T 2 0 (3a+2u)/3c? 0

Prijima¢ na volném povrchu z=0 (e=-1) a na dné (e=1)

u_ 1 0 _€n+enRPP_ERPS —E+8nRSP-£RSS
u 1 1 -£-£R" P+eqR” S -eC-£RST+eCRSS
u
= A —r - 3¢ -
Too = Inton’ + 2u r T 3T (tw zz) . (5.21)

V této kapitole si budeme vsimat pfipadu ﬁz a E{

Ez a Gr v rovnici (5.19) miZe byt vyjadfeno jako (g=1)

EZ(EIZ:S) = S3F(S)iz(rlzls)l

ar(glzls) = S3F(S)Tr(rlzls)l
kde

T =

J‘mEz(E)e-sh(f,Z)Jo(sEr)E dE ,
o

z

Hi
I

meEr(E)e'Sh‘E’z’Jl(SEr)E dg
0

(5.23)

(5.24)

(5.25)

Ve vysSe uvedenych rovnicich bylo S(£&)N(&£)D(&) pro fz nahra-

zeno E _(£) a pro Tr £E _(&).

Po substituci prvni rovnice (5.22) do (5.24) dostaneme
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= _ 2 S sliér cos(w)-h(E,2z)]
I(r,z,s) =% ﬁefo dwjoEz(g)e £ de. (5.26)

Poznamenejme, ze byla provedena zaména poradi integrace v w
a v £, ponévadZz integral v £ je stejnomérné konvergentni pro
0<w<n/2. Podobné

b _ 2 /2 ® sliér cos(w)-h(&,z)1
I(r,zs) = ESmfo dwaEEr(E)e £ de. (5.27)

Zpétna Laplaceova transformace vyrazu fz nebo fr je
detailnéji rozebirana v piavodnim pojednani Cagniarda (1939,
kapitola 5). Poznamenejme, Ze integral v ¢ je podobny
integralu v rovnici (4.1). Cely exponent if€r cos(w)-h(¢&,z)
je ekvivalentni g(x,z;€&) v rovnicich (4.1)-(4.3).

1. Transformace proménné £ na t
Podle puvodni Cagniardovy metody transformujeme £ na t

pomoci nasledujici transformace

-t = iér cos(w) - 2zj|52+aj . (5.28)
J

t ma extrém v t=tH=t(EM), kde £H je kofen rovnice
dt | 2, 2
= = + . .
T gzji/ £ aj (5.29)

Tyto rovnice jsou stejné jako rovnice (4.3) resp. (4.4),
pokud x nahradime r cos(w). Pavodni integrac¢ni cesta podél
redalné osy £ na obr.6 je transformovdna na cestu v komplexni
roviné t (A'B’) a potom zformovana do redlné osy t na obr.7.

Koneény vysledek je

n/2 00
Tz(r,z,s) = % fkej dwj Ez[g(w,t)]E[g—E] e dt , (5.30)
(0] t

w
A
de t =2(za ).
k Sr(za)
Béhem celé transformace od £€ k t je w parametr. Je-1li
w=0, je integradni cesta pravé takova, jaka je zobrazena na
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obr.6 a 7 s x=r. Je-1li w=n/2, transformace je stejna jako
transformace v rovnici (4.3) s x=0,

= sz I §2+a?

Je-1i x=0, splyva cesta MC s realnou osou £ a A'B’ s realnou

tI
w=n/ 2

osou t. Transformace tedy zobrazuje cestu AB primo do cesty
A’'C’ podél realné osy t a tA=tw

Zaménime-1i poradi integrace v t a w v rovnici (5.30),
dostaneme

00 n/2

Tz(r,z,s) = J [% Ri[ E[E(w,t)]E(%%] dw:le'st dt. (5.31)
t 0 v
A

Tato zména je pripustna, i kdyz 9d&/8t je pro t, (tA<gfaﬁ
singularni; singularita poloviéniho radu. Zpétna Laplaceova
transformace fz je potom ziskana inspekci
/2
T = -t )2 : (14
Iz(r,z,t) = H(t tA)n KeJ Ez[g(w,t,r,z)]E(at] dw. (5.32)

w
(o]

Podobné =zpétna Laplaceova transformace Ir v rovnici
(5.27) je
/2
T (r,z,t) = Ht-t )2 3m| €E[£(w,t;ir, 2z)1£[28) cos(w) dw
r e A'T r rersd at :

w
o)

(5.33)

Zpétné Laplaceovy transformace fz a Ir jsou tedy nalezeny.

2., Transformace proménné w na £

Integraly v rovnicich (5.32) a (5.33) jsou nevhodné pro
numerické vypoéty, protoZe & je svazano s w implicitni
funkci [(5.28)]. AvSak probiha-1i sumace (j) od 1 do 2,
existuje explicitni vyraz pro 8£&£/48t; existuji-li vs$ak vice

nez dvé odmocniny |£2+a? , neni toto mozZné. Je tedy Zzadouci
transformovat proménnou w do €& podle vzorce (5.28). Tato

druha zména je dalsi hlavni c¢asti Cagniardovy metody
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(Cagniard, 1939, kapitola 5-5).
Pro r+0 dostaneme z rovnice (5.28)

“t o+ ;Zj(52+af)hq
cos(w) = IEr . (5.34)

Je-1li £=0, prava strana vySe uvedené rovnice je neurdéita,
nebot t=¥(zfﬂ) v €=0. Pomoci 1’'Hospitalova pravidla dosta-
neme cos(w)-0 (w-m/2), kdyz £-0. Je-li w=0, zjistime, ze
§=£1(t), kde g, Je vypoCteno z nasledujici rovnice pro dané t

172

-t = i r - Z:zj(gf+af) (5.35)

Odtud je rovnice (5.32) transformovana
[0}
T - -t )2 (i3
I(r,zt)=H(t-t )2 acej EZ(E)E(at]wdE.
El
Z rovnice (5.28) je zrejmé, Ze
(ag/at)w(aw/ag)t = -1/(iér sin(w)) = -1/iK ,

kde

K(&;r,z,t) = Jg"‘rz + [t - 2zj|§2+aj] (5.36)
J

Konedény vyraz je

g, &)
Iz(r,z,t) = H(t—tA)% SmJ‘ Ez(E)K(E;E,Z,t) dg. (5.37)
0
Podobné
i ) £, -t + §zj(£2+a?)uz

0
(5.38)

Integrace v rovnicich (5.37) a (5.38) je provadéna
v komplexni roviné £ podél drahy AME, (viz obr.6). K(&) je
mnohozna¢éné a ma bod rozvétveni v £=§1. Jednoznadnosti je
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dosazZeno frezem od gl; K(&) je kladné, je-1li ZRe[&] kladna.
Timto rezem muze byt 1libovolna krivka od E1 k druhému
kvadrantu £-roviny (fez neni zobrazen na obr.6).

Poznamenejme, Ze aZ na vybér integradénich cest se zde
uvadéna odvozeni prisné pridrzuji Cagniarda (1936, kapitola
5-5A). Davame pfednost integradénim cestam, které lezi
v prvnim kvadrantu komplexni roviny &, ponévadZz tento
pristup se shoduje s komplexni analyzou vétsiny pocé¢itacovych
algoritmu.

Vyrazy pro uz(t) a ur(t) jsou uréeny z rovnice (5.23)
konvoluci. Napfiklad, mame-1i vSesmérovy bodovy 2zdroj
s ¢éasovou funkci f(t) (tab.I), dostaneme

s°F(s) = s°F(s)/anc’ . (5.39)
Zpétna transformace je
[£7(t) + £ (0)8(t) + £(0)s’ (t)]1/4anc? . (5. 40)

Vychylky ua(a=r,z) jsou

H(t-tA) t
ua(r,z,t) = —F {f f”(t—r)Ia(r,z,t) dt
4mc o
+ £ (0)I (r,z,t) + f(O)g—tIa(r,z,t)] , (5.41)

kde Iz(t) a Ir(t) jsou dany rovnicemi (5.37) a (5.38).
Rovnice (5.41) wurcduje tranzientni vychylky pro vlny

putujici podél specifické zobecnéné paprskové drahy. Celkova

odezva je potom ziskadna soudtem FesSeni pro vliny podél vsech

moznych drah. Podrobnosti jsou uvedeny v kapitole VII.

C. Odezva bodového zdroje z reSeni primkového zdroje

Podobnost mezi reSenimi pro vlny dgenerované primkovym
zdrojem a bodovym zdrojem byla probirana v kapitole IV (na
tuto kapitolu se odvolavame). Ve skutec¢nosti uz Lamb (1904)
poznamenal, Ze bodovy zdroj by mohl byt generovan superpozi-
ci pfimkovych zdroju rovnomérné rozloZenych ve vSech smérech
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a prochazejicich bodem zdroje. AvSak do nedavna nebyl 2znam
prislusny matematicky vztah (Than a Pao, 1970; Dampney,
1971).

Than a Pao (1970) ukazali, Ze reSeni osové symetrického
bodového zdroje v souradnicich (r,z) maZe byt odvozeno
superpozici, ne primo z dvourozmérného re3eni v souradnicich
(x,z), ale x-ovych derivaci Hilbertovy transformace odpovi-
dajicich reSeni pro primkovy zdroj. Radou matematickych

uprav odvodili dva vzorce

00
" (r 2 t) _ :l aux(Xer t) x dx
roo Y nr éx !
r X —r

(5.42)

[+ ]
u(r,z, t) = -1 auz(x,z,t) 1
z P ox

n
r x-r
u a u na levé strané vySe uvedenych rovnic jsou vychylky
vyvolané osové symetrickym bodovym zdrojem; u a u uvnitr
integrala jsou vychylky vyvolané primkovym zdrojem.
Aplikujeme-1i predchozi vzorce na rovnici (4.9) pro
pfimkovy zdroj, obdrzime

t
_ _2A _ (n+1) _
u(r,z,t) = -2= H(t tA)Itf (t-t)

(5.43)

t
2A (n+1)
-== H(t—tA)ftf (t-T)

A

u(r,z, t)
z

[+ ]

E (&)
xﬂteJ z—Ea—gdxd't:

ax
2 2
r X —r

Poznamenejme, Ze klicdovym krokem v tomto odvozeni je
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(5 & ag1
T foEme A€ = [EE(D)]_ 37 = LEE gy - (5.44)

Integra¢éni proménna x je potom zménéna na £ podle rovnice
(4.3); meze integrace jsou £-0 (x-mw) a E»El(r,t) (x-»r), kde

gl je urdéeno =z

irg = 2zj(gf+aj)“2 -t . (5.45)
3
Z rovnice (4.3) tedy vyplyva
2
£2(x%-r?) = -£%r? - [t-sz(Ef+a?)“2] = -K2(&;r,z,t).  (5.46)
3

K(¢;r,z,t) je presné to, které bylo definovano v rovnici
(5.36). Substituce vySe uvedenych vysledki do rovnice (5.43)
vede na

t
_ 2A - (n+1) o
u (r,z,t) = 22 H(t tA)ftf (t-t)

A

3 .
x 3m 1gEx(g)aK(Eé€'z"‘) d¢ dt ,
0

(5.47)

2A t (n+1)
u(r,zt) = =2 H(t—tA)jtf (t-t)
A

& 1
% 3m‘roE"Ez(E)K(E;r‘,z,'C) g dat

Tyto vysledky jsou v uUplné shodé s vysledky, které jsou
vyjadreny rovnicemi (5.37) az (5.41), kde n=1
a £/ (0)=f(0)=0. Tato analyza tedy ukazuje, 2Ze Ex(£)=Er(£),
a EZ(E) jsou stejné jak pro reSeni prfimkového zdroje tak pro
reSeni bodového zdroje.

Porovnanim rovnic (5.47) s rovnicemi (4.9) zjistime, Ze
odezva vyvolana osové symetrickym bodovym zdrojem a odezva
vyvolana primkovym zdrojem ve stejném prostfedi miZze byt

vypoétena stejnym podéitadovym algoritmem; rozdily jsou
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v ¢éinitelich 0K/d6t a 1/K. AvSak pro asymetrickid =zatiZeni

musi byt provedeny zpétné transformace tak, jak jsou popsany

v kapitole V.B, a odezvy nemohou byt snadno odvozeny

z odezev pro primkovy zdroj a osové symetricky zdroj.

D. ReSeni pro bodovy zdroj v neohranideném prostfedi

Toto je poucéna aplikace obecného reSeni odvozeného

v predchozich ¢astech na jednoduchy problém bodového vSesmé-

rového zdroje v nekonec¢ném prostredi [(2.32)]. Laplaceuv

obraz feSeni pro potencial ¢ je [(2.35)]

3(r,z,s) = —5 sE()I (r,z,5) , (5.
4ntic
(+]
f¢(r,z,s) = J%e's"'z'zo'Jo(sgr)E de . (5.
[0}
Porovnanim T¢ s Tz v rovnici (5.24) dostaneme
E (§) = 1/n = 1/(&+c)Y%, h(g,2) = nlz-z| . (5.
Podle rovnice (5.37) je zpétna transformace f¢
£ (t)
- —+ 12 1 £
I(r,z,t) = H(t-t,)3 :smfo K&z 6y % (5.
kde podle rovnice (5.36)
K = \gr® + (t-nlz-z 1)°
= anRz - 2t|z—zo|n + t2 - r?/c? (5.
a
R =1+ (z-z))" . . (5.

48)

49)

50)

51)

52)

53)

Horni mez integrace El je urcéena z rovnice (5.35), ktera

miZe byt reSena analyticky
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g (t) =R‘2j|z—zo||t--R2/c2 + irt . (5.54)

Integrace v rovnici (5.51) miZe byt provedena nasledovné

3 .
3"‘IonK(&:;r,z,t) dg

1. p%1 d(g2+c™?)
= ZBmIO mK(E;r, 2, t)

"1
= Smj dn

"ansz - 2t|z—zoln +t2 - r?/ct

Rzn-tlz-z I ™
R I S o || _1m R
= 3u1'R51nh ———— =R 32 H(t =) - (5.55)
rJt -R°/c
Mo
Poznamene jme, Ze dolni mez no=n(0)=1/c je realna,
k imaginarni c¢asti reSeni tedy nepfispiva. Horni  mez

172

n1=(£f+c'2) je vypodétena z rovnice (5.54)

n, = R [tlz—zol + irItZ—Rz/c2 ] . (5.56)

Vysledkem integrace je sinh™(i)=in/2. Substituci rovnice
(5.55) do (5.51) dostaneme

1 1 R
I¢(I',Z, t) = R H(t—tu) = R H(t_E) . (5.57)

Pro tento zdrojovy paprsek, tA<tH=R/c.
Zpétna transformace ¢ v rovnici (5.49) je nalezena
konvoluci. Ponévadz zpétna transformace sf(s) je

£ (t)+£f(0)8(t), ziskame, je-1li £(0)=0,

1t 1 R
¢(r,z, t) = > J;f (t-T) B H(t—E) dt

4m1C
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1

> £ (t-T) dTt . (5.58)
4TTIC"R " R/c

S £(0)=0 je koneény vyraz

£(t-R/c) (5.59)

¢(r,z, t) = >
4TtC R

Z ¢(r,z,t) mizeme urc¢it radialni vychylku u

_ 08¢ _ -1 [ 1 ., R 1 R
u = = — £ (t-=) + — f(t-=)| . (5.60)
R R 4mc? CR c R2 c
. . - - . - 2 27172
V cylindrickych soutfadnicich, R=[r +(z-zo) ] ,
zZ-Z
_r _ "o
u =5 u , u 7 Yp . (5.61)

Vysledek v rovnici (5.59) miZeme ovSem =ziskat pfimo
z (R, t) [(6.8)]. Tento priklad ukazuje, Ze pro nepatrné
komplikovanéjsi funkce Ez a h(€;z) nez funkce v rovnici
(5.50) je ziskani uzavrfeného tvaru integrace nemozné a lze

potom uplatnit pouze numerickou integraci.
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VI. Obecna reSeni pro bodovy zdroj

Elastické vlny generované Sikmo pusobici koncentrovanou
silou nebo néjakym jinym asymetrickym bodovym zdrojem jako
dvojice sil, dvé sily na jedné nositelce atd. musi byt
reprezentovany vs$emi tfemi potencialy ¢, ¥, x v rovnicich
(2.11)-(2.14). Okrajové podminky jsou nasledujici :
spojitost napéti T Tt T, 2 vychylek u,u,u na
rozhrani z=z, (i=1,2,...) ve vSech ¢asech.

Ponévadz musi byt tyto podminky splnény pro vSechny
hodnoty r a ¢, spojitost vychylek a napéti na celé hranici
vyZzaduje spojitost nasledujicich Sesti veliéin (Chandra,
1968)

. A_uz[a_ga_vi_la_ﬂ_]

zz c? at? 0z 8z2 c? azat?
2 2
¢ 4z az c° ot

2 2
u : 92 Q_g - _% Q_g
z oz az c® at

7

. 8y
u, u ¢ + 3z X . (6.2)

Na volném povrchu se musi velid¢iny v rovnici (6.1) rovnat
nule.

Podle rovnice (2.13) je vektor vychylek odvozeny
z potencidlu x [6x/rde,—-0x/8r,0] rovnobézZny s rovinou
z=konstanta. Odpovidajici vlnovy pohyb je oznaéen jako
SH-vlna. Mimoto x neni v Zadném vztahu ke 2zbyvajicim dvéma
potencidlium v okrajovych podminkach (6.1) a (6.2). Proto
jsou po dopadu SH-vlny, ktera je reprezentovana x, na
rozhrani dvou vrstev odraZzené a pro$Slé vliny také horizontal-
né polarizované. Celkovy vlnovy pohyb muZe byt potom rozdé-
len do dvou ¢asti : P- a SV-viny reprezentované ¢ a ¥

a SH-vlna reprezentovana ). Kazda ¢&ast se odrazi a lame na

vrstvach nezavisle na sobé.
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A. Zobecnéné paprsky pro libovolné orientovanou silu

Necht koncentrovana sila o casovém prubéhu f(t) pusobi
ve vnitfnim bodé z=z  ve sméru jednotkového vektoru a.
Jestlize el(i=1,2,3) oznacuje jednotkové vektory ve sméru
X,¥,Z2 a er,ew,ez jednotkové vektory v cylindrickych sourad-
nicich, potom (obr.13)

a—-—ae +ae +ae =—=ae +ae + ae (6.3)
1 1 2 2 3 3 r r 0 @ z z
kde
a = alcos(w) + azsin(w) ,
a = -a,sin(p) + a_cos(p) ,
a = a
z 3

O X
\\ Ep
\ r
AN
AN
\\
y 2\ :
E— |
| <
| R :
| ° |
| o(r,p,z)
f(t) a
7

Obr. 13 Geometrie §ikmé, koncentrované sily

1. Zdrojové funkce

Je-1i f(t) &dasova harmonicka funkce [t].
f(t)=exp(-iwt)], je Greenova dyada pro elastické vlny (Morse
a Feshbach, 1953, str. 1783)
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1

G(xlxolw) = >
4Tipw
0)2
X ? I gs(xlxo,w) - V[gp(xlxo,w)—gs(xlxo,w)]v , (6.4)
kde
g,(w) = eV IR , g (w) = eV IR, (6.5)

R = [(x-x)% + (y-¥,)% + (z-2))%

Fyzikalné reprezentuji slozky dyady Gm(xlxo,w) vychylky v x
ve sméru osy X vyvolané harmonickou koncentrovanou objemo-
vou silou pusobici v bodé x ve sméru osy X . Pole vychylek
generované jednoduchou koncentrovanou silou ve sméru a je

potom uo(w)exp(—iwt ), kde

2
u () = G.a = 1 {a £ g (v - V(a.V)[gP(w)—gs(w)]}. (6.6)

41tpw2 c?

Predchozi reSeni miZe byt snadno prevedeno na Laplaceuv
obraz pole vychylek u(x,s) vyvolané koncentrovanou silou
f(t)a, ktera pusobi v bodé (0,0,Zo). Zaménou w za is dosta-

neme

2
l—lo(x,S) = _Lsg {V(a.v)gp(s) - [V(a.v)—s—za]gs(s)} , (6.7)

4mps o
kde
_SRO/c nmg -snlz-z |
gP(S) = _R;)_ =s| e OJO(SEI") i€ ,
Yo
e'SRo/C noog- -s{lz-z |
g (s) = T— = S. € 0 J (s€r) dg ,
0
R = sz +y2 + (z—zo)2 . (6.8)

Dva integraly v rovnici (6.8) jsou dobfe znamé Sommerfeldovy
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integrdlni reprezentace radialnich vlnovych funkci. Puavod
integralu gp(s) plyne pfimo z rovnice (2.32) a (2.35).
Ponévadz v cylindrickych souradnicich

+ a — (6.9)

a obé funkce gp(s) a gs(s) jsou nezavislé na ¢, dostaneme
tfi slozky Go(x,s) jako

- w2 [[. 82 92 _ s®
Uor = 2[[ar z T a [gp gs] tag9

4mps ar *oroz c
~ £(s) 19 [ ] s’ }
u = a_l|= 3=l9.-9.| + =9.| (6.10)
0p 4np52 e[r ar| e “s Cz s
= 2 2 2
aOz = f(sg ara + a'za 2] [gP_gS] + az§_2-gs
4mps roz 0z C

Go(x,s) maze byt odvozeno od potenciidlu ¢(x,s), Y(x,s)
a x(x,s) vyhodnocenim rovnice (6.10) v (2.13). Vysledky jsou

¢ (s) = M(au.v)g
) 4npsz P

- azszf(s)josp(g)e's""'zo'Jo(sgr)g de

+ arszf(s)fms;(E)e'S"'z'zo'Jl(sgr)&' de ,
0

¥ (s) = —azsf(s)Iva(E)e'sC'z'zo'Jo(sgr) dg
0

- arsﬁ(s)jws;(g)e'sc"'zo'Jl(sgr) de
0

2, (s) = —aaszf‘(S)IOSH(E)e_sclz_zo'Jl(sEr) ag , (6.11)

kde ?(s)=f(s)/4npsz. Zdrojové funkce S, S;, S, S, a S,
jsou uvedeny v tabulce IV. Poznamenejme, Ze, je-1li a shodné
s osou z(aé=1 a a}=a¢=0), pfedchozi vysledky se redukuji na

feSeni osové symetrického problému [(2.23) a (2.35)].
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Tabulka IV
Zdrojové funkce pro Sikmou koncentrovanu silu [(6.11)]

Zdrojové funkce uvnitr? na povrchub z=0
P -€ -1+rR" P+ (&/C)RST
S(E) SS PSs
v £/¢ (£/C) (1+R*®)+R
P -€/m -(&/7) (1+R"7)-R®"
S'(E) SS PS
\'s € 1-R""-(&/7m)R
s () 1/¢c? (1+R™)/(gc?)

a) e=t1, jestliZe paprsek mifi do sméru 2z

SSs

b) RPP,...,R jsou dany rovnici (3.11); R" rovnici (6.14)

2. Odrazené a prosSlé paprsky

Zobecnéné paprsky pro odraZené a prosSlé vliny mohou byt
potom sestrojeny podobné jako paprsky ve dvourozmérném
pripadé (kapitola III). V analogii k rovnicim (3.3) a (3.4)
ziskame tfi potencialy podél kazdé paprskové drahy (Miiller,
1969)

P(s) = azszf(s)fmsne'Sh‘“’ﬁlo(sgr)g dg
0
+ arszf(s)fws'ne‘““ﬂz’Jl(sgr)g de ,
(o]
y(s) = —azsf(s)IwSHe'SMEJxJo(sEr) d¢
0
- arsF(s)ij'ne'““ﬁz’Jl(sgr) ae
0
x(s) = -aeszf(s)foane'““ﬂz’Jl(sgr) de . (6.12)

Fazova funkce h(£,z) je definovana rovnici (5.18) a muzZe byt

napsana jako
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3 2 2
h(g,z) = kzlhklg +a: (6.13)

kde n je pocet 1dseku paprsku, hk je projekce k-tého useku
paprsku na osu z, a je pomalost (reciproka hodnota rychlo-
sti) podél k-tého Gseku paprsku a F(s)=F(s)/4nps.

Pro spojené P-SV-vlny je S a S’ bud P-zdroj (SP a S;)
nebo SV-zdroj (Sv a Sv’) podle médu prvniho Useku zobecnéné-
ho paprsku. II je prubé€zny soud¢in n-1 koeficientd odrazu
a prestupu danych v kapitole III.B. Zda je paprsek P (¢)
nebo SV (¥) zavisi na médu posledniho segmentu.

Pro SH-vlnu je SH zdrojova funkce v rovnici (6.11). 1'[H
je soudin n-1 koeficientd odrazu a pfestupu SH-vln, které

jsou
RH = uzcz_“1c1 C - EZ+C-2
4 7
u1c1+u2C2 ! !
2u_¢
H 2°2 2 -2
= — = +C . 6.1

T TRIETRS <, £+C, (6.14)

Index 2 u u resp. C oznacuje modul pruzZnosti ve smyku resp.
rychlost priéné vlny ve zdrojovém prostrfedi a index 1 je pro
prilehlé prostredi. Pro volny povrch plati R'=1

Vychylky mohou byt vypoéteny z rovnice (6.12) podle
vztahu (2.13). Vzdor rozdiltim v potenciadlech ¢ a ¥ mohou byt
vychylky pro P nebo SV-vlnu vyjadfeny stejnou integralni
formou s ruznymi prijimacimi funkcemi (Miller, 1969):

P- nebo SV-vlna

u(s) = azssf(s)IwSHDe_ShEJ1 d¢
0

r

00 a
3= ’ -sh _ _r
- as F(s)jos De™*"¢J  dg y u (s),
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2
S

- - _ S = ® ’ -sh
u(s) =-aZ F(s)fos e *"gJ, dg ,
- 3= ® -sh
uz(s) =as F(S)IOSHDe £J, dg
3= @ -sh
+as F(s)f S'IDe”*"¢J, d¢ ; (6.15)
0
SH-vlna :

- Sz- ® -sh
ur(s) = ar;—F(s)IOSHHHDHe J1 ae |,
= 3= ® -sh 2, -
u¢(s) = —aws F(s)IoSHHHDHe EJO ¢ + 5: ur(s) ,
Ez(s) =0 . (6.16)

Prijimaci funkce D tfi wvychylek pro P- nebo SV-vlinu jsou
soustredény v tabulce V.

Z rovnic (6.15) a (6.16) je vidét, Ze paprskové integra-
ly pro v8echny vychylky jsou bud ve tvaru Tz v rovnici
(5.24) nebo I v rovnici (5.25). Zpétnad Laplaceova transfor-

mace muze byt tedy nalezena stejné jako v kapitole V.B.

Tabulka V
Pfijimaci funkce D a D pro vychylky [(6.15) a (6.16)]

méd uvnit? na povrchu z=0

u_ P -£ -£(1+RPP)=¢RPS
nebo SV -el C(1-R%%)-¢gRSF
Ue SH 1 1 +RY =2
P -em n(1-R°7)-¢gR"S

"2 sV -¢ -£(1+R®®)-nR"®"
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B. Dodatec¢né zdrojové funkce
Kromé bodového zdroje [(2.32)], vertikalni sily [(2.33)]
a Sikmé koncentrované sily [(6.11)] existuje mnoho jinych

objemovych sil, které se c¢asto pouZivaji k modelovani
defektl materialu, trhlin nebo zlomu. V této kapitole budou
probirany pripady dvou sil na jedné nositelce, dvojice sil
a 5ikmé sily na povrchu. Pripady impulsniho napéti pusobici-
ho na sténu malé valcové dutiny (Brekhovskikh, 1960,
str.305) a kulové dutiny (Ghosh, 1973; Gajewski, 1977)
uvnitf# vrstevnatého prostfedi jsou sice také zajimavé, ale

probirany zde nebudou.

1. Sikmd sila na volném povrchu

V kapitole II.B.3 byly probirany prfipady vertikalni sily
v nekoneéném prostrfedi a vertikalni sily na volném povrchu
poloprostoru jako dva problémy s ruznymi okrajovymi podmin-
kami. Ve skutec¢nosti maze byt reSeni druhého problému
odvozeno od resSeni problému prvniho.

Zdrojové funkce pro vertikalni silu jsou dané rovnicemi
(2.33), (2.35) a tabulkou I. P-vlna se zdrojovou funkci SP
je odraZena od povrchu poloprostoru ve formé PP- a PS-
paprsku (viz obr.4 a 11). Podobné dopadajici pric¢na vlna se
zdrojovou funkci Sv je odrazena jako SP- a SS-paprsek.
Blizi-1i se z, k nule, dopadajici P-paprsek splyva s odrazZe-
nymi paprsky PP a SP do formy primého P-paprsku z povrchové-
ho zdroje do prijimac¢e. Tri paprskové integraly mohou byt
potom slouceny do jediného integralu, jak je ukazano pro ¢
rovnici (2.35) s z=0 a S je nahrazeno SP+SPRPP+SVRSP.
Z tabulky I zjistime, Ze nova povrchova zdrojova funkce pro
P-vlnu je

Sp(povrchové) = -1+ R" + %Rmi (6.17)
Podobné dopadajici S-paprsek je spojen s odraZenymi paprsky
SS a PS do tvaru nové povrchové zdrojové funkce pro S-vlinu

reprezentovanou Y
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Sv(povrchové) = % + %RSS + RS, (6.18)

Substituci koeficientid odrazu 2z rovnice (3.11) do

pfedchozich rovnic ziskame

2(6%+22)/(c% )

Sp(povrchové)

Sv(povrchové) —4n£/(CzAr) , (6.19)

Ponévadz C°=u/p, jsou tyto vysledky v Gplné shodé
s vysledky uvedenymi v tabulce I pro vertikdlni silu na
povrchu.

Zdrojové funkce pro Sikmou silu pusobici na povrchu
poloprostoru mohou byt odvozeny analogicky 2ze 2zdrojovych
funkci v rovnici (6.11). Jsou uvedeny v tabulce 1IV.

fO fo b

Obr. 14 Bodové zdroje v neohranicdené pevné latce:
a) dvé sily na jedné nosiltelce; b) dvojice sil;
c) strfed rotace; d) dvé dvojice sil bez momentu.
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2. Dvé sily na jedné nositelce a dvojice sil

Konstrukce reSeni pro dvé sily na jedné nositelce nebo
pro dvojici sil (dvé sily s momentem) podél souradnicovych
os z rFeSeni pro koncentrovanou silu je dobfe znamé (Love,
1944, kapitola 213; White, 1965). ReSeni pro S$ikmé dvojité
sily mohou byt odvozena podobné.

Necht u(x,t) je vychylka vyvolana koncentrovanou silou
fo v misteé (0,0,zo) ve sméru jednotkového vektoru a
(obr.14). a tvori ortogondlni trojici s dvéma dals$imi
jednotkovymi vektory b a c. ReSeni pro dvojité sily jsou
nasledujici
a) Dvé sily na jedné nositelce

(dvé sily ve sméru a bez momentu)
u’(x,t) = -D(a.V)u(x, t) . (6.20)

b) Dvojice sil

(dvé sily s momentem okolo c)
u’(x,t) = M(b.V)u(x,t) . (6.21)

c) Stfed rotace

(étyfi sily s momentem okolo c)
u’(x,t) = Mec.[VxG6(x,t)] . (6.22)

V predchozich vysledcich D resp. M je sila dvou sil na
jedné nositelce resp. dvojice sil

D = %_i,lg(foi) , M= %glg(fon) , (6.23)

kde £ je vzdalenost oddélujici dvé sily podél sméru a a 7
vzdalenost oddélujici dvé sily podél sméru b. G(t) je
Greenova dyada pro elastické vliny (Achenbach, 1973, kapitola
3.8: Pao a Varatharajulu, 1976),

0
u=a.6G==G.a ; G(t) = f G(w)e™ ™ dw

G(w) je dano rovnici (6.4).
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Z rovnice (6.21) miZeme sestavit reSeni pro dvé dvojice
sil bez momentu (obr.14). Tento 2zdroj je podobny stredu
rotace aZz na to, Ze sméry f0 podél sméru b a -b jsou
obréacené.

d) Dvé dvojice sil bez momentu

w(x,t) = M(b.V)u(x, t;a) + M(a.V)u(x, t;b) . (6.24)

Tento zdroj je prfi vhodném vybéru orientaci a a b cdasto
pouzivan k popisu pohybu zlomt pfi zemétfeseni (Harkrider,
1976). Jiné zdroje vyvolané neelastickymi deformacemi mohou
byt vytvofeny integraci Greenovy dyady (Willis, 1965).

Vyjdeme-1i z vySe wuvedenych rovnic, muZeme snadno
odvodit cylindrické slozky pro u. Napfiklad slozky pro
dvojici sil s jednotkovou silou (M=1) jsou

b aur '1 6ur uw‘ du .
ur = brar + b(p r ap - F + bzaZ !
\ J
b aue '1 auw ur’ auw
u,=bgr *Dbirse *r| tPaz
\ /
b 6uz 1 6uz auz
u = bz + b¢; 39 + b == . (6.25)

br, bw a bz jsou cylindrické slozky jednotkového vektoru b,
které jsou definovany vztahem (6.3).

PonévadZ Er(s), Ew(s) a Ez(s) pro koncentrovanou silu
ve sméru a jsou dany rovnicemi (6.15) a (6.16) a lze nalézt
jejich zpétné Laplaceovy transformace, muZeme potom urcit
u’(t) ptimo z rovnice (6.25). Podrobnosti jsou uvedeny
v Millerovi (1969).

C. Priblizna analyza paprskovych integralu

Metoda zobecnéného paprsku vyzaduje pro celkové reSeni
souhrn prispévki od vSech prichazejicich paprska. V mnoha
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ptipadech to znamena vypodéitat ohromné mnozstvi paprskovych
integrali a velké mnoZstvi prace pri numerické integraci.
V nékterych pripadech staéi prfibliZné feSeni spojené
s efektivnim vypocdetnim algoritmem.

V této kapitole budeme probirat dvé pribliZné metody
analyzy, jednou je "aproximace rovinnymi vlnami" (Pekeris
a kol., 1965; Helmberger, 1972; Wiggins a Helmberger, 1959),
druhou je "aproximace prvnimi prichody" (Knoppof a Gilbert,
1959; Helmberger, 1968;Miiller, 1969). Prvni metoda aproximu-
je sférickou vlnu gJgenerovanou bodovym 2zdrojem rovinnymi
vlnami, <¢ehoz je dosaZeno nahrazenim Besselovych funkci
v paprskovych integrdlech jejich asymptotickym vyjadrenim
pro vysoké frekvence. Druha metoda vyhodnocuje prevladajici
¢ast vlinového pohybu blizko okamZiku prichodu paprsku.

Dalsim zjednoduSenim je dusledné pouzivani Cagniardovy
metody vsSude, kde je to moZné. Poznamenejme, Ze pro reSeni
rovinného pretvofeni [(3.16) a (3.17)] nebo pro osové
symetricka reSeni aproximovana rovinnymi vlnami [(5.23)] je
Laplaceiv obraz vychylky ve tvaru

u (x,z,5) = AE(s) ateJ“ Ez(g)es["""z;f"ﬂ de. (6.26)
0

A je amplitudova konstanta a € je fazova konstanta. Tento
integral miZe byt vyhodnocen bud metodou stacionadrni faze,
anebo metodou stejné faze. Prvni metoda analyticky vyhodno-
cuje dominantni d¢ast integralu, je-1li faze stacionarni,
tj. je-li dg(x,z;€&)/d&€=0. Druha metoda mnahrazuje podminku
staciondrni faze podminkou rovnosti faze, tj. nalezeni
hodnoty £ takové, ZzZe t=-g(x,z;€&). Po vyhodnoceni integralu €&
(pfibliZné) miZe byt provedena zpétnid Laplaceova transforma-
ce v uzavieném tvaru (Wiggins, 1976; Chapman, 1976a; Wiggins
a Madrid, 1974).

1. Aproximace rovinnymi vlnami
Aproximace rovinnymi vlnami prfedpoklada, 2Zze zdrojova
funkce trva kratky okamzik nebo dosahuje vysoké frekvence.

V této metodé je Besselova funkce nahrazena prvnim d¢&lenem
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svého asymptotického rozvoje.

Abychom to specifikovali, wuvazZzujme problém bodového
zdroje v kapitole V. Misto rovnice (5.22) pouzijeme prvni
¢len asymptotického rozvoje Besselovy funkce pro velké
argumenty (National Bureau of Standards, 1964, rovnice
9.2.1),

Jo(sir) = Insér cos(sEr-%)

To muzeme prepsat jako

J (s€r) = Relﬁ#& elstr | | (6.27)

kde jsme uvazZovali -i=exp(-im/2).

Tato aproximace potom redukuje Tz(s) v rovnici (5.24)
do tvaru jako u(s) v rovnici (4.1) aZ na soudinitel

(iser) 2.

-T = ifr - )z |€2+a2 (6.28)
2 j j

-1/2

Pomoci transformace

je inverze Iz(r,z,s) bez soucdinitele s nalezena inspek-
- - - - - -1/2 . -1/2

ci. Ponévadz zpétna transformace s je (mt) , halezne-

me konedény vysledek zpétné Laplaceovy transformace Tz(r,z,s)

pomoci konvoluce

Iz(r,z,t) = H(t-t )r BmIE (E)J2 it F . (6.29)

€ v integrandu je funkci T [(6.28)].
JestliZe je proménna T transformovana zpatky do £ podle
vztahu (6.28), dostaneme [podobné jako zména (4.7) na (4.9)]

E (t) T
I(r,zt) = H(t-t ) ! E (g)|28 —d& (6.30)
z A \I? J‘ z T m

kde El(t) je ziskano reSenim £ pro T=t v rovnici (6.28).

Porovnanim rovnice (6.30) s presnym reSenim v rovnici
(5.37) zjistime, Ze aproximace rovinnymi vlnami je ekviva-
lentni nasledujici aproximaci éinitele K
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K(&;r,z,t) = \—21&r V&t-T . (6.31)

To miZe byt odvozeno primo, vyjdeme-1li nejprve z rovnice
(5.36) pro K

K(g;r,z, t) = J(t - ZZjnj - igr][t - sznj - iErI (6.32)
b] J

24172
)

] Vzhledem k rovnici (6.28) potom dostaneme

kde n,= ( gz+a

K(&;r,z, t) = J[t—t(z)-ZiEr][t-r(E)f . (6.33)

V pripadé kratkého trvani pozorovani a pfi vlnach s vysoko-
frekvenénimi slozZkami (s€&r»1) plati nasledujici podminka

[t - Tl « |2iérl . (6.34)

Proto se pfi této aproximaci redukuje rovnice (6.33) na
rovnici (6.31).
Tato metoda ma nékolik vyhod :

1) ReSenim je <¢asovy dintegral, coZz umozhuje vypocitat
integrandy pro kazdy paprsek pred provedenim zavérecné
konvoluce.

2) Jakmile jsou integrandy vypocteny, mohou byt porovnany
relativni prispévky jednotlivych paprskua a ty paprsky,
jejichz prispévek je maly, jsou vypuStény.

3) Konvoluéni faktor 1/Nt-t miZe byt analyticky sloucen
se zdrojovou c¢asovou funkci a pocdet numerickych integraci
se tim zredukuje na jednu.

Metoda byla UspésSné pouzita k aproximaci prfesnych

vysledku od Pekerise a kol. (1965) Helmbergerem (1972).

2. Prvni pohyb vyvolany lomenym paprskem

Aproximace prvnim pfichodem zavisi na oddéleni rychle se
ménicich ¢asti od pomalu se ménicich dasti v integraci
rovnice (6.29). Pro prvni pohyb "kénické vliny" je kriticky
bod §k=iak, kde ak=1/ck a c, je rychlost P-vlny v sousedni
vrstvé k (kapitola IV.B.2), na které dochazi k lomu (tuto
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vrstvu budeme dale nazyvat refraktor). Potom je rychle se

172 L o oax
. V prvé radé

ménici funkce v rovnici (6.29) nk=(§2+ai)
vSechny ostatni funkce v integrandu mohou byt potom uvazZova-
ny jako konstanty vyhodnocené pri Ek=iak.

Necht R(&) je koeficient odrazu od 1lamajici vrstvy.

Rozlozime E v rovnici (6.29) jako
E_(£) = E_(£)R(E) , (6.35)
kde E;(E) neobsahuje zadny faktor s n . Podle rovnice (3.9)
miZeme psat
A(E) - nB(E£)

R(E) = , (6.36)
A’ (g) + nA (€)

kde A,B,A’ ,B’ jsou realné konstanty (pfi E=§k), které jsou
urc¢eny z aktualniho koeficientu odrazu (Helmberger, 1968).

Presna tranzientni odezva [(5.41)] miZe byt vyjadfena

jako
H(t_tA) ’ a a
u(r,z, t) = f'(t-t)z=I (r,z,Tt)dt + £(0)7=I (r,z,t).
z 41TC2 0T 2z otz
[0}
(6.37)
Z rovnice (6.29) dostaneme
oI (r,z,t) ¢
— = H(t—tA)% % :‘nnJg—t[Ez(E)(i«E)“2 %E]L : (6.38)
NEt-T

t

>

AvSak rychle se ménici ¢éasti v integrandu je pouze R(E£).
Tedy

[ orue® §f] = rae? §£ K

dt 8t

\' nk

R(g) = A’ le A’ (6.39)

2y1/72
2y,

1[A_ BA +BA:|;

- 2
mame, nk=(§ +a
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oR A’B +AB' £ dE

o222 -2~ . (6.40)
at a2 n, dt
Pro vypocdet n, rozvineme £ okolo Ek
= 4 ag (¢
£ ia + dt(t tk) + ..., (6.41)
a dostaneme
o~ . dEy12,, . 172
n, = (21akdt) (t tk) . (6.42)

Z rovnice (6.28) dostaneme

[3_85:5 = -ir + Z Zf -iL, (6.43)
k

j J §i+a2

J
kde

iz &
L =r + J k

* j J§i+a2

J
Lk maize byt interpretovano jako délka vlnové cesty v refrak-
toru [(4.18)].

Substituci rovnic (6.43) a (6.42) do rovnice (6.40)

a potom do (6.38) dostaneme

172

L E(=1i8)'°E’ (£) dz

(6. 44)
(ZakLl::)“2 Qt-tk Vt-T

V této rovnici bylo tA nahrazeno tk, ponévadz jde o okamzik
prichodu "kénické vlny".
Integrace rychle se ménici éasti je

t

J dt =
t‘h:—tk Nt-T
k

Zbyvajici éast je konstantni, je-1i £ vyhodnoceno
v §=Ek=iak. Vysledek je
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I (r,z,t) , ’
= H(t_tk)| 13 A’B +éAB E' (ia )a_ . (6.45)
rLk A’

Z rovnice (6.37), je-1li £(0)=0, konec¢né dostaneme

u(r,z,t) = H(t-t )E(t-t )l 1 A'B+AB . gr(ja ). (6.46)
z k k rL3 A,Z k k
k

Tedy prvni pohyb vyvolany "kénickou vlinou" ma stejny <&asovy
pribéh jako zdrojova funkce.

Jesté muZe existovat druhy prichod "kénické vlny"
vyvolany S-vlnou v refraktoru. Necht Cl je tato fazova
rychlost. L  se vypoéte =z rovnice (6.43) dosazenim
E=E1=i/cr JestliZze L >0, dojde k prichodu lomené S-viny
a rychle se ménici funkce je n1=(g2+czz)“?.

Nasledna analyza je do jisté miry podobnad pifedchozi.
A,A,B,B’ a E; jsou viak nyni komplexni konstanty vyhodnoce-
né v E=§1. D4dle musime vyhodnotit nasledujici integral

t

I = J dt ) (6.47)
& 1t't1 4 t-T
k

kde ¢t je <¢asovd hodnota pouzivana pro rovnici (6.44).

Z tabulky integrald dostaneme

It—tll

I = -i log—=— + mH(t-t ) , | (6.48)
k

1

kde integrac¢ni konstanta je

+ _ 2_ _ 1/2 _ _
tk = 2[tk tk(t+t1) ttl] + 2tk t t1 . (6.49)

Tedy pro lomenou S-vlnu

oI (r,z, t) a , ,
z = ! {H(t—t ) Ke[(é—g—i¥ég ] E’ (ia.)
ot (rL3)1/2 1 A’2 . 1
k
It—t | ’ ’
1 1 A’B + AB PP
+ 1ot (AR ) 3 o]} (650)
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Rovnice (6.50) se od rovnice (6.45) odlisuje dodateénou

logaritmickou singularitou.

3. Prvni pohyb vyvolany primym paprskem
Prichod primé vlny je urcen E=§M [kapitola IV.B.1 (4.4)]
(dt/dg)&*n =0 .
Tedy rychle se ménici funkci je pouze d&/dt a zbytek integ-
randu v rovnici (6.29) muZe byt povaZovan za konstantu
pro £=£,.
Pro vyhodnoceni d&/dt rozvineme t v mocninnou fadu
okolo tH

_ e o (4t _ 1(a®t s )2
t -t = [dg]ﬁ(s g,) + z[dgz] (£-£)% + ... (6.51)
L E=EH
JelikoZ (dt/dg), = 0

M

£ =g, + [2(t-t)(d*t/ag") 1" (6.52)
M
a
deg/dt = [2(t-tu)(d2t/d§'2)€ | (6.53)
M
Z rovnice (6.43) dostaneme
2 z a°
e (6.54)
3 (&7°+a?)
B j
Proto aproximace rovnice (6.29) prvnim pohybem je
1 1/21 t
I(r,zt) = [;] 2 H(t-t,) Bmfth(EH)
A
2 -1/2
% (iEH)l/Z[d 122] dt . (6.55)
d¢ c Nt-T Jt;t

M

Pro primy paprsek je dolni mez integrace tA nahrazena

tx‘ AvSak pokud vlna podél primého paprsku nasleduje vlinu
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podél 1lomeného paprsku, je dolni mez nahrazena td, kde
t, (<tu) je horni mez integrace pri aproximaci prvnim
pohybem lomenych vln (probirano v kapitole VI.C.2). Casové
zavisla ¢&ast integrdalu v rovnici (6.55) je stejna jako
rovnice (6.47). Po ukoncéeni integrace dostaneme

~1/2

172 2
( £) IEHI [ za\
I(r,z, = —_—

z r 4 (Es_'_af)a/z (6.56)

X {H(t—tu) Re[Ez(EH)] + % log't;—;“l Sm[Ez(EH)]} '

kde t; je dano rovnici (6.49), je-1i tk nahrazeno td a t1 tn'

Opét existuje 1logaritmicka singularita ve vysledku,
jestlize Sm[Ez(EM)]an, coZ nastane jen tehdy, pokud "kénicka
vina" predchazi primou vlnu.
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VII. Tranzientni odezvy a numerické priklady

ReSeni vychylek pro pulsy putujici podél specifickych
zobecnénych paprskovych drah jsou dana v rovnici (4.9) pro
rovinné pretvoreni a v rovnici (5.41) pro osové symetrické
odezvy. Tranzientni odezva v x je potom urcena soudtem
feSeni pro pulsy podél vSech moZnych paprskovych drah.
To miZe byt kompaktné vyjadreno jako

00 t
u (x,t)= A Z{H(t—tA)f £V (e-g)T (%, T) dt
-4 aj=1 37 o

A J

+ 20T (x,t) + £°V(0) L1 (x,¢) } (7.1)
aj t aj
Index j prislusi j-tému zobecnénému paprsku.
Pro pripady rovinného pretvoreni a=x nebo z a z rovnice
(4.9) mame
g (v) g (7)
I =2 3mj EE (&) dg, I = 2 fkef E (£) df. (7.2)
X X z z
J 0 J J Y J
Pro pripady osové symetrie a=r nebo z a z rovnice (5.37)

a (5.47) mame

5 g (o) aKj(E;x,t)
Irj = E Sm EExEE) ik dg !
9 61(1) 1
L = | e Orrgr € (7.3)

Integrace vzhledem k £ podél komplexni drahy AMC je znazor-
néna na obr.9.

Koeficienty Aa a index n zavisi na charakteru zdrojovych
funkci (tab.I). Pro explozivni zdroj mame n=1 a A&=1/(4nc2);
pro koncentrovanou silu uvnitf vrstvy n=0 a Aa=1/(4np); pro
koncentrovanou silu na volném povrchu n=0 a Ad=1/(2nu).

™1 (t) je nulova.

Je-1li n=0, (n-1)-derivace &asové funkce f
Ponévadz doba pozorovani (0,t) v libovolném daném misté

x je konecéna, muZe byt nekonec¢nid horni mez sumace nahrazana
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kone¢nym ¢&islem N. Usporaddame tedy vSechny paprsky ve
vzestupném poradi podle cast prichodd. VSechny paprsky
s ¢dasy prichodu tj menSimi neZ maximalni ¢as pozorovani musi
byt zahrnuty do sumace. OkamzZik tA, ktery je dolni mezi
integrace v rovnici (7.1), je minimem v8ech

t, (j=1,2,3,...,N). Pro prostfedi s jednou vrstvou poskytu-

b
je maticovad formulace paprskovych skupin (kapitola V.A.1)

systematickou metodu pro tfidéni vSech paprski. Vypoéty tj
jsou probirany v kapitole VII.A.

Ponévadz kaZdy paprskovy integral Ia ma svou vlastni

J
integracéni cestu (obr.6 a 9), musi byt vyhodnocen samostat-

né. Prirozenym pristupem potom je vypoditat nejprve kazdy

Ia(t) v pfedem urceném case T mezi 0 a t a potom slouédit

J
vSechny paprsky pro kazdou hodnotu t

N
I (x,71) =ZIa(x,1:) . (7.4)
J=1 7y
Mame-1i vyhodnocen Ia(t) pro mnoho diskrétnich, ale ekvidis-
tantnich hodnot T, uréime potom ua(t) jednoduchou konvuluci

t
u (x,t) = H(t—tA)f f(m”(t—'c)Ia(x,t) dt
t

A

(n)

+ £7(0)I (%, t) + f(n'l)(o)g—tla(x,t) . (7.5)

K vyhodnoceni integralu Ia bylo navrZeno mnoho rozlidé-

J
nych metod (Cagniard, 1939; Abramowici a Alterman, 1965;
Miller, 1968, c¢ast II). V kapitole VII.B probirame numericky

algoritmus pro integrovani Ia v komplexni roviné £.
3
Numerické vysledky jsou uvedeny v kapitole VII.C pro dva

ptiklady: bodovy vSesmérovy 2zdroj [n=1 v (7.1) a (7.5)]
uvnitf desky s pfijimadem na povrchu a stejny zdroj
ve vrstvé lezici na poloprostoru z jiného materiidlu. Tyto
vysledky mohou byt porovnany s vysledky ziskanymi Knopoffem
(1958a) pro desku a Pekerisem a kol. (1965) a Helmbergerem
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(1972) pro vrstvu. Numerické vysledky jsou téZ uvedeny
v pracech Garvina (1956) pro vSesmérovy primkovy 2zdroj
uvnitf¥ poloprostoru, Mooneyho (1976) pro bobovou silu na
povrchu poloprostoru a Schmuelyho (1975) pro primkové sily

na povrchu desky.

A. Doby pfichodu zZobecnénych paprskua

V rovnicich (7.2) a (7.3) je gl(t) pro j-ty paprsek
urcéeno z rovnice (4.3) nebo (5.45)

(t), = -irg,(£) + Y zkjjglz(t)mk"“ (7.6)

J k J

Pfed vypoctem 51(t) pro danou hodnotu t, musime vypoéitat

J
umisténi pevného bodu M z rovnice (4.4)

[%g-]j = -ir + EJZ zkj/ g2+a’ = 0 . (7.7)
Jestlize existuje jedna nebo dvé odmocniny (k=1,2), miZe byt
tato rovnice vyreSena presné [(4.25)]. Jinak musi byt FeSena
numericky. Stejné ale zjistime, 2Ze i pro pfipad dvou
odmocnin je vhodnéjsi nalézt kofen pomoci Mullerovy metody
(Conte a de Boor, 1972); algoritmus pro reSeni nelinearni
rovnice [viz dodatek VII.A]. Stejné jako v kapitole IV je
J MJ.
Mullerova metoda dosahuje témér kvadratické konvergence

kofen rovnice (7.7) oznaden §=€, =ib

a konvergence je rychla, pokud pocéatecéni odhady lezi blizko

hledaného korenu nelinearni rovnice. gu je vzdy na kladné

]
imaginarni ose £ a lezi pod minimalni hodnotou

a (k=1,2,..), jestlize z #0 v rovnici (7.6). Pocateéni
]
odhad EH se voli v minimu iak a dale se pokracduje smérem

J
dold po imaginarni ose po velkych intervalech dokud se

neobjevi 2zména 2znaménka hodnoty dt/d€. Velky interval
ohraniéujici kofen je postupné pulen tak, aby jeho dva
krajni body obsahovaly hodnoty £, ve kterych ma dt/d€ opacna
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znaménka. Po nékolika iteracich tohoto algoritmu (metoda
puleni kroku) jsou konec¢né dvé hodnoty £ pouzity jako
po¢atecéni hodnoty pro Mulleruv algoritmus. Algoritmus puleni
kroku je nutny pro vytvoreni dostateéné malého omezujiciho
intervalu. Jinak singularita v §=min(iak) v rovnici (7.7)
zapriéini totalni nedéinnost Mullerovy metody. S vhodné
vybranymi pocdateénimi hodnotami pro Mullerovu metodu je
prfesna hodnota korfenu nalezena béhem nékolika iteraci.

Po nalezeni £ pouzijeme pro stanoveni t, rovnici (7.6)
]

pri E1(t)=€u' t, je doba prichodu j-tého paprsku podél
J j 3

pfimé paprskové drahy (kapitola IV.B.1l). Pro primé paprsky
t.=t, v rovnici (7.1).
J K

En je potom porovnano s bodem rozvétveni iaf odpovida-

3
jicimu kénickym vlinam (kapitola IV.B.2 a IV.B.2.C). JestlizZe

IEm |>Iiaf|, musime potom vypocitat t. v rovnici (4.16),
J

nebot vlny postupujici podél lomené paprskové drahy pficha-
zeji drive neZz vlny podél primé paprskové drahy. Doba

pfichodu tf pro lomeny paprsek je vypoc¢itana substituci
J
El=iaf v rovnici (7.6). Pro lomené paprsky tj=tf v (7.1).
J ]
Hodnoty El(t) v rovnici (7.6) pro t>tj jsou téz vypodéi-

J
tany Mullerovou metodou. Pfi tomto vypodtu nejsou pocdatecni

hodnoty tak kritické, takzZze jako prvni horni mez El(tl) se
pouziva g, nebo ia_. Pro kénické vlny jsou hodnot; El(t)
ryze imagigérni mezi iaf a EH, pro prichod prfimych papéskﬁ
jsou komplexni v prvnim kvadr;ntu (obr.9).

Jako priklad ukaZeme v tabulce VI minimalni ¢asy pricho-
da (t=Clt/h1) pro prvnich 20 zobecnénych paprsku tfivrstvého
prostfedi na obr.2. Data vrstev jsou nasledujici

h =1.0 h, = 2.0 z =2.0
1 2 0

c1=‘l_§ c, =10 p, = 1.21
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Tabulka VI Minimalni ¢asy prichodd pro prvnich dvacet
paprsku pro tri mista pozorovani

A (r = 2) B (r = 5) Cc (r = 10)
1.55701 PP 2.94842 PP 4.50222 PpPPP
2.06418 PS, 3.19006 pPP P, 4.95291 DPPIPS,
2.40544 pPP_P, 3.44053 pP_P 5.33390 pPIS.P,
2.52276 PPf 3.53448 PS 5.41131 PP;P:Pl
2.85345 DpP_S, 3.60766 PPf 5.52239 PP

2 s =
2.97381 PPS, 3.64075 pPPS, 5.53073 p1>31>2§1
3.23445 PRSP, 3.95660 PP S 5.68873 pSiP P,
3.24029 PSP 4.02174 pPPISP 5.77082 pP_P,
3.37462 PP°P 4.09915 PP*P°P 5.78459 pP*S_S

2 1 3 21 3 2 1
3.43210 PP S° 4.13848 PP°s 5.86200 PP*P°S

11 1 1 3 2 1

3 2 s 2

3.48507 DPP; 4.16589 PPOP 5.98143 pPiP P°S
3.59590 PPf 4.21857 pP;PZPf 6.03601 PPf

* 3
3.68514 DpPPSS,  4.30090 pP P 6.12771 PS,
3.70653 pPS_S 4.43889 PP° 6.21359 PS*P°P

2 1 1 3 21
3.80884 PP°S 4.46573 pS'S.P 6.21362 PP°P

2 1 3 2 1 2 1

3 s =
3.90139 Ps; 4.47243 pPISS 6.22347 pSES,
3.92009 pP_P°s 4.47724 pS_P 6.24299 PP'P S P

21 1 2 1 3 2 21
4.03184 PP*s 4.54984 PP*P°s 6.32040 pP*'P’°P

1 1 3 21 3 2 1
4.17117 Pp_S_.P 4.64287 PP°s 6.34492 pDP_S

2 21 2 1 2 1

3 * 2 N 3

4.28375 pS_P; 4.66927 pPIPP'S,  6.36242 pPPS P;
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c = 1.1c = 1.1C p. = 2.00
2 1 2 1 2

c
c, = 2.2c1 C3 = 2.201 Py = 3.00
Existuji tri mista pozorovani A,B a C na povrchu, pro néz
plati

r =2.0 r =5.0 r = 10.0
A B C

Kazdy paprsek v tabulce je oznacen médem kazdého uUseku
(P nebo S) a vrstvou (index 1,2 nebo 3). Prvni dusek
ze vSesmérového zdroje ve vrstvé 2 je bud dolu sméfujici
p—méd nebo nahoru sméfujici P-méd, kde je vynechan index 2.
Podle obr.8a existovaly dva paprsky pro dvouldsekovou drahu,
PP1 a PS1; a C¢tyri paprsky pro tridsekovou drahu, pPZPl,
PE_S, , PSzP1’ PSS . V obr.8b a 8c mohlo existovat osm
paprsku pro triusekovou lomenou drahu, PP;P2P1""'PS;SZSy

AvSsak poznamenejme, 2Ze Vv misté A PPf—paprsek, nahoru
jdouci P-méd a potom 3 Gseky v P-médu ve vrstvé 1) prichazi
dfive nez mnoho tridsekovych paprski a existuji pouze dva
z osmi trisegmentovych lomenych paprskd. Se vzristajicim r
se objevuje vice lomenych paprsku. V misté B existuje pét
lomenych trisegmentovych paprskiu. V misté C existuje vSech
osm trisegmentovych paprskl, ale pouze Sest je jich uvedeno
v tabulce. Poznamenejme dale, Ze v misté C, jelikozZz je
rychlost P-vlny vyss8i, je paprsek PPf rychlejsi nez PS1
a paprsek PPzP1 je rychlejsi neZz paprsek pstf

B. Numericky vypocet komplexnich integralu

1. Integrace v komplexni roviné

Integrac¢ni cesta integralu v rovnicich (7.2) a (7.3) je
znazornéna na obr.9 podél krivky AMEl. Nejslozitéjsi pripad
(ptipad C—t>tH) je zopakovan v obr.15 a integrace zacdina
z bodu S (§S=ia6 a a6<a5<bn). PonévadZz je integrand vpravo
od této cesty analyticky, miuZeme nahradit cestu SME1 cestou
QPEI, jak je znazornéno v obr.15. Bodem Q muZe byt libovolny
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bod mezi A a S a P je "otoény" bod ("pivot point") umistény
kdekoliv v komplexni roviné £. Na zadidtku zvolime §d=°'855
a §P=§s+o.2IESI. Hodnoty EP budou béhem vypoc¢tu ménény tak,
aby délky useku QP a PE1 byly priblizné stejné.

A Re §

Obr.15 Zména integracdéni cesty SME1 na QPE1

Existuje nékolik duvodd pro urceni nové cesty QPEI.
Za prvé lezi cela v prvnim kvadrantu, ¢&imZz se vyhyba bodam
rozvétveni (.ia6, ia5 atd.), pevnému bodu (ibM) a ostatnim
pélum integrandu podél imagindrni osy (Rayleighuv pél,
Stoneleyovo pély, atd.). Tyto singularni body zpusobuji pFi
numerické integraci velké obtiZe. Za druhé podél téchto
pfimych cest mohou byt vyuzity standardni numerické metody
integrace jako Gaussova kvadratura [viz dodatek VII.B].
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Za treti, jelikoZz se Usek QP méni pouze prileZitostné, je
¢asové 2zavisla c¢ast dintegrandu, S(£&)IN(€)D(E), podél QP
vypoétena pouze jednou pro Siroky rozsah t.

K numerickému vyhodnoceni téchto integralu je pouzZita
Gaussova kvadratura. Komplexni interval (Q,P) je zobrazen
do realného intervalu (-1,1) zménou integraéni proménné a je
pouzita 10-ti bodova Gaussova formule [viz dodatek VII.B].

Integrace v intervalu (P,El) pro rovnici (7.2) maZe byt
provedena analogicky. AvSak pro rovnici (7.3) to nejde
provést bez rozmyslu, nebot funkce Kj(&j;x,t) je pro £=£1(t)
nulova. Toto je integrdlni singularita poloviéniho Fadu,
kterd vyZzaduje specialni numericky postup.

Pfedné je zménéna integraéni proménna z € na u

u = Ez-Ef (7.8)

du = gag/|e*-e? | (7.9)

Zménou proménné se zavede dcinitel [E(u)z—gfsz do d¢itatele,
ktery zrusi singularitu poloviéniho radu K ve jmenovateli.
Potom se provede rozvoj v mochninnou fadu okolo u=0 z diavodu
analytického odstranéni spolecéného faktoru a usnadnéni
numerického vypoétu integrandu pro u blizko nuly. Komplexni

1/2 . -
) miZe byt zobrazen

integraéni interval pro u (0,(£i-§f)
do redlného intervalu (-1,1) a mGZe byt vyuZita desetibodova
Gaussova integraéni formule. Poznamenejme, Ze Gaussova
kvadratura pouzivid otevrfeny interval, nevyzaduje tedy
vyhodnocovani integrandu v koncovych bodech.

Integrace rovnice (7.3) muZe byt tedy provedena
pro kazdé <t. Vysledky pro j-ty zobecnény paprsek jsou
pfidany k vysledkim ostatnich prispivajicich paprska, coZ
vede k ziskani Ia(t) [(7.4)].

2. Konvolu¢ni integrace

K dokonéeni feSeni musi byt provedena konvoluce I
a

(vypocétené v ¢asovém intervalu dt) s c¢asovou funkci zdroje.
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Vzorec pro tuto konvoluci je dan rovnici (7.5).

Ponévadz data pro Ia jsou prichystana v pevném intervalu
dt, je integral v (7.5) vyhodnocen pomoci Simpsonova vzorce.
JestliZze meze integrace neodpovidaji c¢asovym hodnotam,
ve kterych bylo spoéteno Ia, je pro aproximaci Ia pouzita
kubicka interpolace. Navic kubickd interpolace je téz
pouzita pravé pred a po prichodu strmého vlnového ¢&ela
z divodu minimalizovani numerickych chyb spojenych s takovy-
mi vlinovymi cely.

Zdrojova funkce pouZitd u prikladad v kapitole VII.C je
parabolicka skokova funkce. Je sloZena z nékolika kvadratic-
kych c¢asovych funkci fz(t)=(t2/2)H(t) podle diferenci
druhého fadu. Superponovany vysledek je (Pekeris a kol., 1965)

£(t) = £,(t) - 2f_(t-A) + £_(t-24)
=0, t<0
= 1/2 t?, 0<t<A (7.10)
= 1/2 t% - (t-A)?, A<E<2A
= 1/2 t% - (t-0)% + 1/2 (t-20)% = A%, 2A<t

2A je doba nabéhu parabolické skokové funkce.

Pro tuto zdrojovou funkci £(0)=0 a £’ (0)=0; k vysledku
prispiva pouze integral v rovnici (7.5).

Ponévadz f”(t) je po uUsecich spojita, jsou pro vypocet
této funkce pouzity specidlni vahovaci a interpolaéni

rutiny. Za prvé integral

t
I (x,t) = H(t-t,)[ I (x,7) dr (7.11)
[+ A t [
A
je vypoéten v <dasovém intervalu 2dt Simpsonovym vzorcem.

u je potom vypoc¢teno vahovacim algoritmem
u(x,t) =1(xt) - 21 (x,t-4) + I (x,t-24) . (7.12)

Kubicka interpolace je pouzZita, pokud doba nabéhu 2A neni
sudym celoéiselnym nasobkem datového intervalu 2dt.
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C. Tranzientni odezvy pro desku a vrstevnaté pevné téleso

Numerické vypodéty byly délany pro desku a jednovrstvé
pevné téleso (viz obr.16). Materidlové konstanty v obou

pfipadech jsou stejné

Al = “1’ P, = 1.21, C1 = 1.0, c1 = chl,

|
[y
=
0

il
ol
Q

A
2

2u1, p, = 2.0, C’2 . 5 5

Minimdlni d¢asy prichodu (t=Clt/h) podél ruznych cest
pro prijima¢ na povrchu (r=5h) v desce jsou v tabulce VII.
Vysledky jsou prezentovany po skupindch (obr.16) a kazda
skupina obsahuje paprsky majici stejny pocdet segmentu.
Paprsky jsou oznacdeny pocétem P- nebo S-méda. Tedy p*
predstavuje ¢étyri P-segmenty, prvni segment mirfi doly;
P’s pfedstavuje tri P-segmenty a jeden S-segment a zahrnuje
nasledujici tri kombinace: pPpS, pPsP a pSpP. Podobné p2s?
pfedstavuje také trfi paprsky: pPsS, pSpS a pSsP. VSechny
paprsky ve skupiné 7 nebo vyS8i s dobami p¥ichodad vétsimi

neZz 6.5 nejsou v tabulce uvedeny.

r . r

h/2 /
h J—/\/g 2 1
r

pA

d

—

.l
|
4

h/2
h /W °

Ve b
Obr.16 Pét paprskovych skupin :

a) v desce;
b) ve vrstvé na poloprostoru.
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Tabulka VII

Minimalni doby prichodl pro paprsky v desce

a vrstvé (r=5h)

Primy paprsek

Lomeny paprsek

Skupina (deska a vrstva) (vrstva)
2.90115 P
2 3.01386 2 2.98510 pP*P
3.71999 pS . 59577 pP*S
3 3.22749 (1) P’
3.84928 (2) P3%s .83629 PpP*S
4.53972 (1) Pps® 4. 44695 PSP'S
4 3.52373 (1) p*
4.08783 (3) P3s
4.69028 (3) 2g2 4.68748 pP* PS>
5.36093 (1) ps® .29814 pP*s?®
5 3.88373 (1) p°
4.40939 (4) P*s
4.95709 (6) Pp’s?
5.53885 (4) P3s3
6.18482 (1) ps* .14933 pp*s*?
6 4.29146 (1) P
4.79129 (5) P°s
5.30453 (10) p*s?
s.83647 (10) P°s?®
6.39727 (5) p?s*
7.01386 (1) ps® . 00051 pP*s’
7 4.73462 (1) P’
5.21668 (6) P°s
5.70737 (15) P°s?
6.20931 (20) Pp*s’
8 5.20417 p®
5.67366 P’S
6.14900 p®s?
9 5.69356 P’
6.15395 P®s
10 6.19812 pt°

0
\0



Pro vrstvu na poloprostoru jsou prfimé paprsky stejné
jako pfimé paprsky v desce (tab.VII). AvSak dolni prostfedi
ma vyS8S8i fazové rychlosti a paprsky mohou byt lomeny podél
rozhrani. Tato moZnost je prezkoumana v kaZdé skupiné
a dodatec¢né lomené paprsky jsou téZz uvedeny v tabulce VII.

Zdrojem je v obou prikladech bodovy zdroj, jehoZz zdrojo-
va funkce je definovana rovnici (2.32) a c¢asova funkce f(t)
je uréena rovnici (7.10). Podle rovnice (5.59) je potencial
pro vlnové pole vyvolané timto bodovym zdrojem v neohranide-
ném prostredi

- 1 g
¢(r,z,t) = f (t) - 2f (t-A) + £ (t-24) ’ (7.13)
et : ((£20)]
kde
1 R R
fz(t) = E(t_c_)H(t-c_) (7.14)

1 1
Do feSeni pro ¢ jsme vlozili faktor q/Az, kde g je nespeci-
fikovany koeficient, ktery zavisi na velikosti bodového
zdroje, a faktor A &ini Easovou funkci bezrozmérnou.

Vyjdeme-1li z rovnice (7.13), radiadlni vychylka u
v rovnici (5.60) dosahuje Spickové hodnoty pri t=R/c1+A
a zUstava konstantni po t=R/c1+2A,

u =0, t<R/c, ,
- =2 12 P S t=R/c_+A ,
41tc1 2R chA
= _:gz._% , tzR/c +2A . (7.15)
‘.H'l’C1 R

Podle Pekerise a kol. (1965) nastavime
q = (-4ncfA)Q : (7.16)

Skalarni faktor Q, ktery zajistuje vyhodnou bezrozmérnost,
bude roven jedné ve v3ech numerickych vypoétech. Tedy
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Spiékova hodnota pro u, pri velkém R je priblizné 1/ch, cozZ
nezavisi na A.

Prubéhy pro ur=ruR/R a uz=zuR/R jsou znazornény
na obr.17 pro tfi hodnoty r (r=2h, 5h, 10h) a z=h/2.
Poloviéni doba nabéhu A=O.1h/Cf Z duvodu porovnani jsou
do obrazku zakresleny téz vychylky v r=2h pro A=0.2h/C1
v Zaporné amplitudé.

JestliZe je pozorovaci bod wuvnitf prostfedi, budou
vysledky znazornéné na obr.17 predstavovat reSeni vyvolané
zdrojovym paprskem. Pri pozorovani na povrchu je tento
paprsek zkombinovan s dvéma odrazZenymi paprsky (viz povrcho-
va p¥ijimaci funkce - tab.II).

1. Vychylky na povrchu desky

Vychylky vyvolané ruznymi paprskovymi skupinami jsou
zndzornény na obr.18-21. Pouzivame stejnou zdrojovou funkci
(7.16) s Q=1. Stejné jako v obr.17 jsou vychylky u bezroz-
mérné. Normbvan? c¢as t=t/to, kde t0=h/C1, je cas, ktery
potrebuje S-vlna k prichodu naprfié¢ deskou. Poloviéni doba
trvani zdrojového pulsu A je téZ normovana k to.

Prvni skupina (obr.18) reprezentuje vlny 2z bodového
zdroje plUsobici na horni volny povrch. Toto reSeni zcela
opomiji existenci dolniho volného povrchu a predstavuje tedy
rfeSeni nekoneéného poloprostoru (nekone¢ného ve sméru +z).
Tyto vysledky pro poloprostor zahrnuji 2zdrojovy paprsek
a rovnéz P- a S-vlny odraZzené od horniho volného povrchu
k pfijimaé¢i umisténému v nekonecéné vzdalenosti pod timto
povrchemn. Vsimnéte si mérfitek na vertikalnich osach
a ¢asovych zpozdéni (Rayleighova povrchovad vlna). ReSeni
zobecnénych paprsku zahrnuje prispévek Rayleighovy vlny
v kaZzdém paprsku. Je-1i z=0, prochazi Cagniardova cesta ME1
(obr.6) témér Rayleighovym pélem na imaginarni ose, ktery ma
dominantni vliv na povrchové vychylky.
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U =2
A=0.1
A=0.2
-0.4
u =3
0.1 A=0.1
O A\_ _______________
U r=10
0.05 A
0]

T=1t/(h/C,)
Obr.17 Vychylky v z=0 vyvolané bodovym zdrojem (stfed
dilatace) v zo=0.5; r=0.
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T=1/(h/C,)
Obr.18 Vychylky na povrchu poloprostoru vyvolané
bodovym zdrojem (stred dilatace) v z,=0.5; 4=0.1.
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Nasledujici graf (obr.19a) znazoriiuje vysledky po
pficéteni druhé paprskové skupiny. Druha skupina predstavuje
semisférickou P-vlnu putujici dolid od zdroje a pusobici
na dolni povrch, od kterého se odrazi nahoru (P- a S-vlny).
[V tomto deskovém problému nejsou 2zadné "kénické vliny"].
Tento paprsek zahrnuje dodateéné odrazy dolu smérfujicich P-
a S-vln od horniho povrchu (vliv povrchového pfijimace).

ReSeni zndzornéné na obr.19a nema odpovidajici fyzikalni
analogii tak jako prvni skupina. ReSeni je platné pouze pred
pfichody tfeti skupiny, oznaceno S§ipkou pro t=3.228. ReSeni
vSak znazornuje prispévky jednotlivych paprski. Paprsek pP
prichazejici hned po 2zdrojovém paprsku méni amplitudu
nepatrné, ale paprsek pS pro T=3.720 vyvolava velky rozruch.
Poznamenejme také, Ze prispévky Rayleighova pélu téchto
paprsku zménily pozdéjsi c¢ast odezvy.

Obr.19b znazoriniuje priéteni trfeti skupiny. Vyznamné
pfichody vln jsou P°S v 3.849 a PS® v 4.540. Toto reseni je
platné az do t©=3.524 (P4—paprsek).

V dalsi paprskové skupiné (obr.19c) je dulezitym
paprskenm p4s? prichazejici v 4.690. Tento paprsek je dobrym
pfikladem vicenasobné prichazejiciho paprsku neboli degene-
rovaného paprsku (Dainty a Démpney, 1972). VSechny paprsky
v této skupiné zadéinaji Usekem p a existuji tfi moZné
permutace zbyvajicich dseku (jeden P a dva S): pPsS, pSpS
a pSsP. VSechny prichazi v jediném okamZiku a musi byt
zahrnuty do feSeni. Podéitacdovy program podéita vysledky
téchto paprsku soucdasné; vyuziva stejnou Cagniardovu cestu,
ale pro ruzné koeficienty odrazu a pfijimaci funkce. ReSeni
znazornéné v tomto grafu je platné azZ do t©=3.884 (paprsek
P°).

V1iiv paté skupiny je 2znazornén na obr.19d4; platné
do T=4.292 (paprsek P®); a Sesté skupiny na obr.19e; platné
do tT=4.735 (paprsek P’). Poznamenejme, Ze navzdory zvéts$uji-
cimu se pocdtu odraza prispiva kazda skupina vyznamnymi
vlinovymi prichody v pozdéjsich casech.

Celkové feSeni pro desku aZ do tT=6.5 je znazornéno

104



na obr.19f. Jeho pozdéjsi cdasova odezva se 1isi od pifedcho-
zich grafu. Celkové reSeni pro desku reprezentuje 30
zfretelnych vlnovych pfichodd s 98 rliznymi paprskovymi
vypoéty, ponévadZz to zahrnuje mnoho soucdasnych paprskovych
pfichodi. Za zminku stoji, 2ze vlivy Rayleighovy povrchové
vlny, tak rozhodujici v prvnich péti skupinach, se nyni
zdanlivé nevyskytuji kvili silnym paprskim v pozdéjsich
¢asech.

Abychom vyzkouSeli vlivy jinych vstupnich parametru
na odezvu desky, ukaZeme na obr.20 vysledky, kdyZ se zvétsu-
je doba trvani pulsu A od 0.2 do 0.6, zbyvajici parametry
jsou stejné jako v obr.19. Je vidét, Ze delS8i trvani [(7.13)
a (7.16)] =zvétsuje nepatrné& vychylky a rozkladd rozruch
na delsi c¢asové obdobi.

Obr.21 =znazornuje vliv vzdalenosti prijimacde. Casy
ptichodi pro r=2h, 5h i r=10h jsou uvedeny v tabulce VIII
pro prvni ¢tyri skupiny. PEi vSech vzdalenostech vyvolavaji
paprsky s konverzi médu (PS, P?s, Ps?, P°s a P%s?) znacény
prispévek k celkové odezvé.

Tabulka VIII Doby prichodd t do povrchového bodu na desce

T
Paprsky
2h 5h 10h

P 1.19024 2.90115 5.78072
p? 1.44338 3.01386 5.83809
PS 2.02384 3.71999 6.59776

3 1.84842 3.22749 5.95119
P3s 2.34190 3.84928 6.65939
ps? 2.87641 4.53972 7.41489
p* 2.32737 3.52373 6.11692
P3s 2.78881 4.08783 6.78041
p°s? 3.26302 4.69028 7.48144
ps’ 3.76113 5.36093 8.23214
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T= t/(h/C1)
Obr.19 Vychylky na povrchu desky vyvolané bodovym zdrojem

(r=5;A=0.1):
a) dvé; b) tfi; c) d&tyri paprskové skupiny;
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r=1t/(h/C,)
Obr.19 pokracovani

d) pét; e) Sest paprskovych skupin;
f) vSechny paprsky pred tT=6.5.
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Obr. 20

V1liv doby trvani zdroje na povrchové vychylky desky (r=5).
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Obr. 21

Povrchové vychylky desky v ruznych vzdalenostech (A=0.1)
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2. Vychylky na povrchu vrstvy lezici na poloprostoru

ReSeni problému jedné vrstvy lezici na poloprostoru je
znazornéno na obr.22. Vysledky pro vertikalni vychylky mohou
byt porovnany s drfivéjsimi vypodéty Pekerise a kol. (1965)
a Altermana a Karala (1968).

Na rozdil od desky toto feSeni 2zndzorfiiuje napadnéjsi
poc¢ateéni odraz P-vlny od dolniho povrchu, vétsi amplitudu
prvni Spicdéky. Nasledujici odrazy od dolniho povrchu rozpty-
luji energii do poloprostoru, ¢imZ se redukuji Spicky
odpovidajici paprskum prichdzejicim pozdéji.

Relativné velké rozruchy po t=5.0 jsou podobné vlivu
Rayleighovy povrchové vliny znazornéné na obr.18, maji vsSak
odlisny charakter. Podle Pekerise a kol. (1965) odpovidaji
tyto rozruchy Airyové fazi Rayleighovych vlastnich médu
[(2.38) v kapitole II.C]. PonévadZ Airyovy faze klesaji jako
r*?, kdezto jiné médy klesaji jako r %, stavaji se
ve velkych vzdalenostech dominantni. Toto je evidentni
v grafech znazornénych v predchozim odkaze pro r=10h a 20h.

Obr. 22 znazornuje téz vliv trvani pulsu; A=0.1 nebo 0.2.
Pripometime, Ze vychylka u byla normalizovana faktorem Q/A2
[(7.13) a (7.16)]. Pro kratké cdasy zustava Spic¢kova amplitu-
da odezvy témér konstantni, coZ zplUsobuje normovaci faktor,
kdeZto trvani pulsu odezvy zdvojnasobuje. AvSak pro dlouhé
¢asy (Airyova faze Raileighovych mé6du) zastava trvani
konstantni, kdeZto amplitudy Spidéek se zdvojnasobuji. Tedy
amplitudy na podatku jsou neprimo UGmérné dobé nabéhu zdroje
a primo Uumérné velikosti zdroje, kdeZto velikosti odezvy pro
delsi casy jsou prfimo umérné pouze velikosti zdroje.

Dalsi numerické priklady jsou uvedeny v dodatku VII.D.
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Obr.22 Povrchové vychylky vyvolané bodovym zdrojem
ve vrstvé leZici na poloprostoru
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Dodatek II.A.1

Primkovy zdroj exploze v nekonec¢ném prostredi

Dosazenim Laplaceovych obrazt vztahu (2.24) do rovnic
.(2.18) dostaneme

92,828 _s3-1%s)sx)e(z-z) ,
2 2 2 2 0
ox az c c
(11.1)
2z 2= 2
ox 0z c
Z druhé rovnice (II.1l) okamzité plyne, Ze
¥ = 0. (11.2)

Prvni rovnici (II.1) zredukujeme na obyéejnou diferencialni
rovnici pomoci Fourierovy transformace [(2.19)]

d 2 _ 9% - '—; f(s)s(z-z,) (II.3)

o
N
0

kde m je definovano v (2.22). ReSeni této nehomogenni
linearni diferencialni rovnice 2. Ffadu ziskame napriklad

variaci konstant. Partikularni reSeni této rovnice je

§ = _Lsg e =% | (II.4)
2snc
Zpétnou Fourierovou transformaci [(2.20)] dostaneme

00

3 = sJ —f(i) 1 gstxmmiz=zh) g | (II.5)
4mc s 1N

-0

Porovnanim vztaht (II.2) a (II.5) se vztahy (2.27) ziskame

f(s)
4nczs

F(s) =

coZz je v souladu s prvnim radkem tabulky 1.
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Dodatek II.A.2

Explozivni bodovy zdroj v nekoneéném prostredi

Dosazenim Laplaceovych obrazG vztahi (2.32) do rovnic
(2.18), kde V2=62/ar2+1/r6/6r+62/6z2 , dostaneme

2% = 2% 2
it Tl el B ACOLIC ) -2
or 0z c c
(I1.6)
2z = 2= 2
or 0z c
Z druhé rovnice (II.6) okamzité plyne, Ze
¥ = 0. (I1.7)

Prvni rovnici (II.6) zredukujeme na obyc¢ejnou diferencialni
rovnici pomoci Hankelovy transformace [(2.29)]

2
di—sznaﬁ— 1

dz2 211c2

f(s)a(z—zo) , (II.8)

kde 7 je definovdno Vv (2.22). ReSeni této nehomogenni
linearni diferencialni rovnice 2. fadu ziskame napriklad

variaci konstant. Partikularni rfeSeni této rovnice je

§ = L8} gmntemy (II.9)
4msmc
Zpétnou Hankelovou transformaci [(2.29)] dostaneme

2
04nc s 1N

00
3 - SZJ L) L miznlg (ser)e ae (II.10)
Porovnanim vztaha (II.7) a (II.10) se vztahy (2.35) ziskame

f(s)

2
4mtc” s

F(s) =

coZz je v souladu s prvnim Fadkem tabulky 1.
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Dodatek II.A.3

Primkova vertikdlni sila v nekoneéném prostredi

Koncentrované primkové zatiZeni miZe byt vyjadreno
vztahem

F = f(t)s(x)a(z—zo) , (II.11)

kde £(t)=0 pro t<0. PonévadZ aplikované zatiZeni je nezavis-
1é na y a ponévadZ neexistuji hranice, vychylka ve sméru y
a rovnéz y-ové derivace vSech proménnych napétového pole
zmizi. Odezva neohranidéeného prostr¥edi na primkovou verti-
kalni silu je antisymetricka vzhledem k roviné zZ=z . Dasled-
kem toho zmizi normalové napéti T,V rovineé z=z , alespon
pro x#0. Ze stejného davodu zmizi i vychylka ve sméru x
v roviné z=z . Vzhledem k témto postfehim miZe byt problém
pfimkového zatiZeni preformulovan na problém poloprostoru
ZzZ S nasledujicimi okrajovymi podminkami v Z=Z

tzz(x,zo,t) = -%G(X)f(t)

(II.12)
u(x,z ,t) =0
X 0

Ponévadz prostfedi je na podatku v klidu, pocdateéni podminky

jsou
ux(x,z,o) = uz(x,z,o) =0
(II.13)
&x(x,z,o) = az(x,z,o) =0

ReSeni problému je ziskano aplikaci jednostranné Laplaceovy
transformace v case (2.15) a Fourierovy transformace pfes x
(2.19). Po aplikaci integralnich transformaci se rovnice
(2.18) redukuji na nasledujici diferenciilni rovnice

It MR S
dz
(II.14)
2~
g_%_ 2C2§ =0 )
dz
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kde n a { je definovano v (2.22). ReSeni téchto homogennich
linearnich diferencidlnich rovnic 2. radu je

T =Ae3 + B
(II.15)

sz

¥ =ce*™ +De

Konstanty B a D jsou rovny nule (z divodu spravného chovani
pro velké kladné hodnoty z). Aplikaci integrdlnich transfor-
maci na okrajové podminky (II.12) stanovime konstanty A a C

Dosazenim téchto vyrazi do rovnic (II.15) a provedenim
zpétné Fourierovy transformace [(2.20)] dostaneme

&

00
SJ f(Sg (_1) es(iEx—’r)Iz—zoI) dE
4ips

> 4]

(II.16)

00
_ SJ f(s) ;& estEx—Cizz 1) dg
2 °¢
4nps

o0

el
!

Porovnanim vztaha (II.16) se vztahy (2.27) ziskame

F(s) =28 5 -1 a5 =if
4mps
coz je v souladu s druhym rfadkem tabulky 1.
V pripadé Z=Z lze problém prfimkového zatiZeni preformu-
lovat na problém poloprostoru z=z s nasledujicimi okrajo-
vymi podminkami v z=z

T _(x,2,t) = +%6(X)f(t)

(I1.17)
ux(x,zo,t) =0

Vysledky tohoto druhého pripadu jsou stejné aZz na hodnotu
SP, kdy SP=1, coz je opét ve shodé s druhym fadkem
tabulky 1.
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Dodatek II.A.4

Bodova vertikalni sila v nekoneéném prostredi

Koncentrované bodové zatiZeni muZze byt vyjadfeno vztahem

F = f(t)‘;(r—i)a(z—zo) , (II.18)

kde £(t)=0 pro t<0. Ponévadz aplikované zatiZeni je nezavis-
1lé na ¢ a ponévadZz neexistuji hranice, vychylka ve sméru ¢
a rovnéZz ¢-té derivace vS3ech proménnych napétového pole
zmizi. Odezva neohranid¢eného prostrfedi na bodovou vertikalni
silu je antisymetricka vzhledem k roviné z=z,. Dusledkem
toho zmizi normalové napéti T, Vv roviné z=z_, alespon pro
r#0. Ze stejného duvodu zmizi i vychylka ve sméru r v roviné
zZ=Z . Vzhledem k témto postfehim mize byt problém bodového
zatizeni pfeformulovan na problém poloprostoru zzZ

s nasledujicimi okrajovymi podminkami v z=z

1 8(r) £(t)

'sz(I',Zo,t) = - 2nr

S|

(II.19)
u(r,z ,t) =0
r (o]

Ponévadz prostredi je na poéatku v klidu, pocéateéni podminky
jsou

ur(r,z,o) = uz(r,z,o) =0

(II.20)
o

ua(r,z,0) ua(r,z,0)
r z

ReSeni problému je ziskano aplikaci jednostranné Laplaceovy
transformace v c¢ase (2.15) a Hankelovy transformace pifes r
(2.29). Po aplikaci integrdlnich transformaci se rovnice
(2.18) redukuji na nasledujici diferencialni rovnice

2A
g—% - s?9%% =0
dz
(II.21)
2A
a"'v_ SZCZQ - 0 )
2
dz
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kde m a { je definovano v (2.22). ReSeni téchto homogennich

linearnich diferencialnich rovnic 2. rfadu je

8 =rAe" +Be

SNz

(II.22)

sCz

Cz

c e +Dpeée°

¥

Konstanty B a D jsou rovny nule (z divodu spriavného chovani
pro velké kladné hodnoty z). Aplikaci integridlnich transfor-
maci na okrajové podminky (II.19) stanovime konstanty A a C

Dosazenim téchto vyrazi do rovnic (II.22) a provedenim
zpétné Hankelovy transformace [(2.29)] dostaneme

? = SZJ —4E(S; (-1) e™3"'%% J (s€r)€ dg
Lanps
(II.23)

00

= SZJ I_f(S) g_ e-s(lz-zol J (SEI‘)E dE
04np32 ¢ °

il
|

Porovnanim vztaha (II.23) se vztahy (2.35) ziskame

F(s) = f(s) , S = -1 a s =&
2 P v C
4mips
coz je v souladu s druhym radkem tabulky 1.
V pfipadé zZ=z_ lze problém bodového zatiZeni preformulo-
vat na problém poloprostoru Z=Z s nasledujicimi okrajovymi
podminkami v zZ=Z

8(x)
2nr

f(t)

(N1

= +
tzz(r,zo,t)

(II.24)
ur(r,zo,t) = 0

Vysledky tohoto druhého pripadu jsou stejné aZ na hodnotu
SP, kdy SP=1, coz je opét ve shodé s druhym radkem
tabulky 1.

117



Dodatek II.A.S

Primkova vertikalni sila na volném povrchu poloprostoru

Koncentrované primkové zatiZeni na volném povrchu
poloprostoru muZze byt vyjadreno vztahem

F = f(t)s(x)s(z) , (II.25)

kde £(t)=0 pro t<0. Ponévadz aplikované zatiZeni je nezavis-
lé na y a ponévadZz neexistuji hranice, vychylka ve sméru y
a rovnéz y-ové derivace vSech proménnych napétového pole
zmizi.
Okrajové podminky na volném povrchu jsou :
tzzLx,O,t) = =8(x)f(¢t)

(II.26)
T (x,0,t) =0
ZzX

Ponévadz prostfedi je na podatku v klidu, pocateéni podminky

jsou
ux(x,z,o) = uz(x,z,O) =0
(II.27)
&x(x,z,o) = dz(x,z,o) =0

ReSeni problému je ziskano aplikaci jednostranné Laplaceovy
transformace v ¢ase (2.15) a Fourierovy transformace pres x
(2.19). Po aplikaci integralnich transformaci se rovnice
(2.18) redukuji na nasledujici diferencialni rovnice

g—%— - s°9%% =0
dz
(II.28)
2~
a‘v_ Szczg =0 )
dz?

kde m a { je definovano v (2.22). ReSeni téchto homogennich
linearnich diferencialnich rovnic 2. radu je
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§ =2 e +B e

(II.29)
¥ =C e3% 4+ D %7

Konstanty B a D jsou rovny nule (z davodu spravného chovani
pro velké kladné hodnoty z). Aplikaci integrdlnich transfor-
maci na okrajové podminky (II.26) stanovime konstanty A a C

A = E(s) gi+” c = - E(s) 2€n

s®u 4€7Cm-(£7+¢?) sPu 4g’Tn-(g%+¢?)
Dosazenim téchto vyrazd do rovnic (II.29) a provedenim

zpétné Fourierovy transformace [(2.20)] dostaneme

0
= 2,.,2
P = SJ _'g.(_ﬂ £+C eS(iEX'"Z) dg
2 A
_m2nus

(II.30)

il
l

[++]
_ SJ f(S) (_iZET}) es(i&x—(z) dE
2 A

_m2nus

kde A=4&%Cn-(£%+C%)2.
Porovnanim vztaht (II.30) se vztahy (2.27) ziskame

- 2 2
= £ + .2
F(s) = —(SZ , s, = §—‘;—A a s, = —1—§—A" ,
2nus

coZz je v souladu s tretim rfadkem tabulky 1.
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Dodatek II.A.6

Bodova vertikalni sila na volném povrchu poloprostoru

Koncentrované bodové zatiZeni na volném povrchu polo-
prostoru muze byt vyjadfeno vztahem

F = f(t)%B(Z) , (II.31)

kde £f(t)=0 pro t<0. PonévadZ aplikované zatiZeni je nezavis-
lé na ¢ a ponévadZ neexistuji hranice, vychylka ve sméru ¢
a rovnéz ¢-té derivace vSech proménnych napétového pole
zmizi.

Okrajové podminky na volném povrchu jsou :

v (r,0,t) = - (y)

(II.32)
T (r,o0,t) =0
2r

PonévadZz prostfedi je na podatku v klidu, pocateéni podminky

jsou
uz(r,z,o) = ur(r,z,o) =0
(II.33)
&z(r,z,o) = ar(r,z,o) =0

ReSeni problému je ziskano aplikaci jednostranné Laplaceovy
transformace v c¢ase (2.15) a Hankelovy transformace prfes r
(2.29). Po aplikaci integradlnich transformaci se rovnice
(2.18) redukuji na nasledujici diferenciilni rovnice

2~
d Z_ _ Szn2$ -0
dz
(II1.34)
2~
a¥ _ 2% -0
2
dz

kde n a { je definovano v (2.22). ReSeni téchto homogennich
linearnich diferencialnich rovnic 2. fadu je
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-sSNZz

T =Ae + B e

snz

(II.35)

-s(z sCz

¥ =Ce +De

Konstanty B a D jsou rovny nule (z davodu spravného chovani
pro velké kladné hodnoty z). Aplikaci integralnich transfor-
maci na okrajové podminky (II.26) stanovime konstanty A a C

A= E(s) _ g+? c = (=) 287
s?u  4£%Cn-(£%+C?) s?u  4gtn-(£%+C%)

Dosazenim téchto vyrazi do rovnic (II.29) a provedenim
zpétné Hankelovy transformace [(2.29)] dostaneme

00

_ 2 2
5 - Szj f(.:) £ ZC e™™ J (s€r)g dg
OZHuS

(II.36)

el
|

= SZJ f(‘:) ( 2%") e 5¢% J, (s€r)€ dg
o 2TuE

kde A=4£°Cn-(£%+%)%.
Porovnanim vztaha (II.30) se vztahy (2.27) ziskame

4

F(s) = —2(s) s, - €2 g L 2

2nusz P A v

coZ je v souladu s tretim radkem tabulky 1.
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Dodatek II.B

Metoda Bromwichova rozvoje

V roce 1916 popsal Bromwich na jednorozmérném problému
vlnového Sifeni (struna), Ze rozvoj v =zaiporné mocniny
exponencial predstavuje pohyb rozlozeny do série impulsu.

Uvazujme homogenni, dokonale ohebnou pruznou strunu
délky 1, ktera je napnuta mezi pevnymi koncovymi body.

Struna je uprostred vychylena o h a pusSténa (viz obr.II.1).

Obr.II.1
Vlnova rovnice pro pricénou vychylku w je

4 2 0w (II.1)

Podateéni podminky jsou nasledujici

2h

w(0,x) = T X pro x € <0;1/2>
= %ﬂ (1-x) pro x € <1/2;0>
ow _
3t =0 (I1.2)
t =0

Z davodu symetrie uvaZujeme pouze polovinu struny <0;1/2>.
Po provedeni Laplaceovy transformace rovnice (I1.1)

dostanenme
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— 2—
sH(s,x) - sw(0+,x) - w (0+,x) = CZM (II.3)
dx

Dosazenim pocateénich podminek do této rovnice obdrzZzime

nehomogenni lineAdrni diferenciilni rovnici 2. radu

2

[a}
x|
[\N]

7= =S 2n (II.4)
2
fod 1

&
n
letn

Rovnici (II.4) vyfeSime pomoci variaci konstant

sx/c B e-sx/c 2

W(s,x) = A e + ?’E‘ ) (II.5)

kde A a B jsou konstanty, které uréime z Laplaceovych obrazu

okrajovych podminek

W(s,0) = 0
_ (II.6)
d Wwis,1/2) _ 0
dx
Tedy
_ sinh(Z%)
(s, x) = ’;—X - ke —c— (II1.7)
s cosh(E 3
kde k=2h/1.

Vztah (II.7) predstavuje Laplacelv obraz reSeni. Nyni je
nasim dkolem stanovit d¢dasovou =zivislost prfiéné vychylky w.
Tuto operaci provedeme nejprve klasickou metodou - zpétnou

Laplaceovou transformaci - a potom Bromwichovym rozvojem.

1. Zpétna Laplaceova transformace

Zpétnou Laplaceovu transformaci vztahu (II.7) provedeme
pomoci sumy rezidui. Funkce (II.7) ma pély pouze 1. Fadu,
a to v bodech, které jsou kofeny rovnice

ala
-

cosh( ) =0 ,

tj. v bodech

s = (2n+1)ni% , n celé.
n

123



Tedy rezidua jsou

s 1 . S
kxs cosh(C 2) kc s1nh(E xX) ot

res = ©
2
s=(2n+1)mic/l s COSh(% %
2 . -X
X +
kl1° sin [111(211 1)] (2n+1)mite/1

(2n+1) %n? % (-1)"

Odtud

4kl < (-1)"

Tl'2 n=0(2n+1)

w(t,x) = sin[%n(2n+1)] cos[(2n+1)nt§]. (11.8)
Ze vztahu (II.8) je patrné, Ze pric¢nad vychylka struny néam
pri tomto zplusobu reSeni vySla ve tvaru nekonec¢né sumy,
jejiz argument obsahuje soudin harmonické funkce dcdasu t
a harmonické funkce souradnice x. Nevyhodou tohoto tvaru
feSeni je pravé existence nekonedéné sumy, Ktera nam neumoz-
nuje presny vypocet. VZdy jsme omezeni vybérem konecéného
po¢tu ¢lenu rady; jedna se zde o analogii poc¢tu disperznich
krivek pri reSeni takovych Gloh jako tlusta deska, raz tyci
atd. Naopak, pokud se smifime s vySe zminénou nepresnosti,
je pri tomto tvaru reSeni jedno, zda poc¢itame odezvu struny
pro kratké nebo dlouhé casy (doba vypoétu je pribliZné
stejna).

Na obr.II.2 jsou znazornény relativni odchylky priénych
posuvia w podél osy x v case t=0.15 od presného resSeni pro
nékolik hodnot poc¢tu sumaci n (4, 8 a 16); ostatni parametry
jsou 1I=1, c=1, k=1.

2. Bromwichuv rozvoj
Bromwich ukazal, Ze je dasto mozné nahradit Laplaceuv

obraz reseni radou c¢lenu

-sa/sn+1 ,

kde a je realné a n je celé é&islo.
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O
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S
-
O
K 0 1
1.5+
~-30 i : : i
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X
Obr.II.2

Odpovidajici pfedmét je

(t-a)"

Y pro t’a

0 pro t<a
Aplikujme tedy tento postup na nas Laplaceliv obraz reSeni

v 7~

vlnového 8ifeni ve struné (II.7)

. SX
sinh(—
kx _ kc ( c)
s 2 s 1
s® cosh(= =
(c 2
= kx _ kc[ _-s/eQ/2-x)_ -s/e(1/2e0)] 1
2 -sl/
) sl i 1+eslc

(I1.9)

kx _ Kc[ -s/cQ/z-x0_ -s/e1/2e0)] [1_e—sl/c+e—251/c_‘ . ]
s L .4

—sl/c'

Konvergence této rady je zajisténa, pokud |e <1, realna

125



¢ast s je kladna. Nyni provedeme Laplaceovu transformaci
fady (II.9) ¢len po ¢lenu

kx - kc[t——l/g'x]n[t—“%&] + kc[t—l%—*—’ﬁ]n(t——l/g”]

ule- - ke afe- 31/2+x]

+ kc(

x| [
- teo(6-3LL2K) g (p-SLI2) | peo(p-SLIZAK) (o SLI20K)

(¢ *)

)

31/2—x] [ 31/2+X]

= kx + ka'( 1)" { (2n- 1)1 x]H[t (2n- 1)1

[t (2n—é)1+x]H[ (2n- 1)1+X } (II.10)

v s -

Metodou Bromwichova rozvoje jsme dostali pricénou vychylku
struny také ve tvaru nekoneéné sumy, ale nyni jiz argument
sumy neobsahuje harmonické funkce ¢asu t ani souradnice x.
Vyhodou tohoto tvaru rfe3eni je mozZnost ziskat pro dany c¢as t
a polohu x naprosto presné feSeni. Naopak se tento tvar
reSeni nehodi pro vypocet odezvy struny pro dlouhé c¢asy,
nebot se zvétsujici se dobou pozorovani se umérné prodluzuje
i doba vypoc¢tu (i kdyz v tomto jednoduchém piipadé jde spiSe
o akademickou otazku; jind situace v8ak jiZ nastane pri
problému $ifeni napétovych vln v tlustych deskach, ktery je
fe§en pomoci paprskové teorie). Na zavér provedeme vyéisleni

vztahu (II.10) pro nékolik prvnich ¢lenu rady :

i) 0<t<(1/2-x)/c v = kx ,
ii) (1/2-x)/c<t<(1/2+x)/c v = k(1/2-ct) ,
iii) (1/2+x)/c<t<(31/2-x)/c v = -kx ,
iv) (31/2-x)/c<t<(31/2+x)/c w = k(ct-31/2) ,
v) (31/2+4x)/c<t<(51/2-x)/c v = kx
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Dodatek VII.A

Mullerova metoda reSeni nelinearnich rovnic

Tato metoda pro nalezeni korfene nelinearni rovnice byla
vyloZena Mullerem v roce 1956 a jeji aplikace na poc¢itacdich
se setkala s pozoruhodnym Uspéchem. Mullerovu metodu 1lze
pouzit jak pro nalezeni realnych tak i komplexnich korfenu
libovolné funkce. Metoda je iterativni, v okoli korene
konverguje témér kvadraticky (1.84) a nevyzaduje vyhodnoceni
derivace funkce.

Mullerova metoda je v podstaté rozsSifenim metody secen.
V metodé seden urcujeme (z aproximaci x a X1-1) pristi
aproximaci x _ jako nulu linearniho polynomu p(x), ktery
prochazi dvéma body {xi,f(xi)} a {X1-1'f(x1-1)}‘ V Mullerové

metodé je dalsi aproximace x nalezena jako nula paraboly,

i+1

ktera prochazi tfemi body {xi , f(xi )}, {X1-1 , f(xi_1 )}
a {xi_z, f(xi_z) }.

Necht x, x _ a x _ jsou tfi ruzné aproximace kofenu
rovnice f(x)=0. Pouzijeme-1i tradiéni zpusob zapisu

polynomu, dostaneme
p(x) = a +ax+ax
o) 1 2

Mi-1i tato parabola prochazet trfemi body X, X _, ax _,
musi a, a aa, spliiovat nasledujici podminky

f - £ -
i 1—1_ i i-2
X - X X -
i i-1 i 1-2
a, =
X - X
i-1 i-2
f -—
i i-1
a = -a(x +x )
1 X - i i-1
i i-1
2
a =f -ax - ax ’
[0} i 1 i 2 i

kde f1=f(x1), fi_1=f(x1_1) a fi_2=f(xi_2).
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Jakmile jsou disla a, a a a, vypoétena, mohou byt koreny

1
p(x) uréeny kvadratickym vzorcem pro maximalni presnost

2a
0

= \
-a Ja - 4a a
1 1 0o 2

Znaménko pred odmocninou je uréeno tak, aby byl jmenovatel
v absolutni hodnoté nejvét3i. Odpovidajici kofen je potom

povazovan za dalsi aproximaci X - Postup se potom opakuje

1
jako novymi aproximacemi. JestliZe jsou

S X D 4 a X
i+

i-1’ i 1
ziskané korfeny realné, je situace znizornéni na obr. VII.1.

Obr.VII.1 Mullerova metoda
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Dodatek VII.B

Legendruv-Gausstv kvadraturni vzorec

Méjme obecny kvadraturni vzorec tvaru
b n
[ f(x)ax =) Hf(a) ,
a &) J

tedy aproximace urc¢itého integralu funkce f(x) je vyjadfena
linearni kombinaci funkénich hodnot f(x) v bodech af

Legendruv-Gaussuv kvadraturni vzorec patfi do skupiny
Gaussovych kvadraturnich vzorcli, u nichZz nejsou uzly (aj)
a koeficienty (Hj) podrobeny 2Zadnym omezujicim podminkam
a jsou urceny tak, abychom dosdhli nejvét3iho mozZného stupné
prfesnosti.

V pripadé Legendrova-Gaussova kvadraturniho vzorce jsou
uvazZovany meze integrace <-1,1>, uzly (aj) jsou rovny
korenum Legendrova polynomu P (obr.VII.2) a pro koeficienty
(HJ) plati

H = 2
(n+1)Pm4(aj)Pn(aj)

V tabulce VII.1 jsou wuvedeny koeficienty Legendrovych
polynomi fadu 0 aZ 20. V tabulce VII.2 jsou uvedeny korfeny
(aj) Legendrovych polynomu P a koeficienty (Hj) Legendrova-
Gaussova kvadraturniho vzorce.

Koeficienty Hj a uzly aJ pro obecny interval <a,b>

ziskéame z aj a Hj jednoduchou substituci
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Tabulka VII.1

Koeficienty Legendrovych polynomu

Pn(x) = Zpild x
1=0

n 0] 1 2 3 4 5 6 7 8
P, 1 -1 0 3 0o -5 0 35
p, 1 -3 0 15 0 =35 0
P, 3 -30 0] 105 0 -1260
P, 5 0] =70 0 315 0
P, 35 0] ~315 0 6930
P, 63 0 -693 0]
P, 231 0] -12012
p, 429 0o
P, 6435
d 1 1 2 2 8 8 16 16 128
n 9 10 11 12 13
P, 0] -63 0 231 0
P, 315 0 -693 0 3003
p, 0 3465 0 -18018 -0
p, -4620 0 15015 0 -90090
p, 0 -30030 0 225225 o
p, 18018 0 -90090 0 765765
p 0 90090 0 -1021020 0
p, | —25740 0] 218790 0 -2771340
P, 0 -109395 0 2078505 0
p, 12155 0] -230945 0 4849845
P, 46189 0 -1939938 0
p,, 88179 0 ~4056234
P, 676039 0
P, 1300075
d 128 256 256 1024 1024
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Tabulka VII.1

Koeficienty Legendrovych polynomi - pokrac.

n 14 15 16 17
P, ~-429 0 6435 0
p, 0 -6435 0 109395
p, 45045 0 -875160 0
p, 0 255255 0 -5542680
P, -765765 0 19399380 0
P, 0 =2909907 0 81477396
p, 4849845 0 -162954792 0
p, 0 14549535 0 -535422888
P -14549535 0 669278610 0
P, 0 =37182145 0 1859107250
P,, 22309287 0 -1487285800 0
< 0 50702925 0 -3650610600
p,, -16900975 0 1825305300 0
p,, 0 -35102025 0 4071834900
p,, 5014575 0 -1163381400 0
P, 9694845 0 -2404321560
P, 300540195 0
p,, 583401555
d 2048 2048 32768 32768

131




Tabulka VII.1

Koeficienty Legendrovych polynomi - pokrac.

n 18 19 20
P, -12155 0 46189
p, 0 -230945 0
p, 2078505 0 -9699690
P, 0 14549535 0
P, -58198140 0 334639305
p 0 -267711444 0
P, 624660036 0 -4461857400
p, 0 2230928700 0
p, —-3346393050 0 30117537450
P, 0 —-10039179150 0
P, 10039179150 0 -116454478140
p,, 0 26466926850 0
p,, -17644617900 0 273491577450
p,, 0 -42075627300 0
P, 18032411700 0 =-396713057400
P, o 39671305740 0
P, -9917826435 0 347123925225
p,, 0 -20419054425 0
pP,g 2268783825 0 -167890003050
P, 4418157975 0
P, 34461632205
d 65536 65536 262144
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Tabulka VII.2
Kotfeny (aj) Legendrovych polynomu P a koeficienty (Hj)

Legendrova—-Gaussova kvadraturniho vzorce.

n

a
J

H
J

10

2.
6.
t9.

1.
t5.
7.
9.

t1.
t4,
6.
8.
9.

. 00000000000000000E+00

.77350269189625764E-01

. 00000000000000000E+00
.74596669241483377E-01

.39981043584856265E-01
.61136311594052575E-01

. 00000000000000000E+00
.38469310105683091E-01
.06179845938663993E-01

38619186083196909E-01
61209386466264514E-01
32469514203152028E-01

. 00000000000000000E+00
t4.
7.
19,

05845151377397167E-01
41531185599394440E-01
49107912342758524E-01

83434642495649805E-01
25532409916328986E-01
96666477413626739E-01
60289856497536232E-01

. 00000000000000000E+00
3.
6.
8.
9.

24253423403808929E~-01
13371432700590397E-01
36031107326635795E-01
68160239507626090E~01

48874338981631211E-01
33395394129247191E-01
79409568299024406E-01
65063366688984511E-01
73906528517171720E-01

HNWW =N W =W e N W

OHNWW

=N N

. 00000000000000000E+00

.00000000000000000E+00

.88888888888888889E-01
.55555555555555556E-01

.52145154862546143E-01
.47854845137453858E-01

.68888888888888889E-01
.78628670499366468E-01
.36926885056189088E-01

.67913934572691047E-01
.60761573048138608E-01
.71324492379170344E-01

.17959183673469388E-01
.81830050505118945E-01
.79705391489276668E-01
.29484966168869695E-01

.62683783378361983E-01
.13706645877887288E-01
.22381034453374468E-01
.01228536290376258E-01

.30239355001259763E-01
.12347077040002840E-01
.60610696402935462E-01
.80648160694857408E-01
.12743883615744023E-02

.95524224714752870E-01
.69266719309996355E-01
.19086362515982042E-01
.49451349150580580E-01
.66713443086881144E-02
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Tabulka VII.2 - pokracdovani

n

a
B]

H
J

11

12

13

14

15

1.
3.
5.
7.
9.
19,

1.
3.
5.
t6.
8.
9.
9.

. 00000000000000000E+00
2.
t5.
7.
8.
19.

69543155952344972E-01
19096129206811816E-01
30152005574049323E-01
87062599768095301E-01
78228658146056992E-01

25233408511468915E-01
67831498998180194E-01
87317954286617448E-01
69902674194304687E-01
04117256370474858E-01
81560634246719251E-01

. 00000000000000000E+00
2.
t4,
+6.
8.
t9.
19,

30458315955134794E-01
48492751036446853E-01
42349339440340220E-01
01578090733309911E-01
17598399222977961E-01
84183054718588153E-01

08054948707343662E-01
19112368927889760E-01
15248636358154092E-01
87292904811685468E-01
27201315069764992E-01
28434883663573506E-01
86283808696812349E-01

. 00000000000000000E+00
2.
+3.
5.
7.
8.
9.
9.

01194093997434522E-01
94151347077563370E-01
70972172608538846E-01
24417731360170049E-01
48206583410427202E-01
37273392400705926E-01
87992518020485438E-01

OFERERDbDDN BN NN N=ERFEFNbDNDN

W oo = NN

W N

.72925086777900631E-01
.62804544510246662E-01
.33193764591990480E-01
.86290210927734246E-01
.25580369464904656E-01
.56685671161736734E-02

.49147045813402785E-01
.33492536538354809E-01
.03167426723065923E-01
.60078328543346224E-01
.06939325995318438E-01
.71753363865117880E-02

.32551553230873910E-01
.26283180262897238E-01
.07816047536888502E-01
.78145980761945735E-01
.38873510219787241E-01
.21214998377284946E~02
.04840047653160308E-02

.15263853463157790E-01
.05198463721295604E-01
.85538397477937814E-01
.57203167158193547E-01
.21518570687903126E-01
.01580871597601854E-02
.51194603317519519E-02

.02578241925561273E-01
.98431485327111576E-01
.86161000015562210E-01
.66269205816993933E-01
.39570677926154336E-01
.07159220467171798E-01
.03660474881084459E-02
.07532419961181104E-02
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Tabulka VII.2 - pokradovani

n

a
J

H
J

16

17

18

19

9.
2.
t4,
6.
7.
8.
9.
19,

8.
2.
t4,
x5.
t6.
8.
8.
9.
9.

50125098376374402E-02
81603550779258913E-01
58016777657227386E-01
17876244402643750E-01
55404408355003054E-01
65631202387831734E-01
44575023073232582E-01
89400934991649950E-01

. 00000000000000000E+00
+1.
3.
5.
6.
7.
8.
9.
9.

78484181495847856E-01
51231763453876315E-01
12690537086476968E-01
57671159216690754E-01
81514003896801442E-01
80239153726985934E-01
50675521768767761E-01
90575475314417400E-01

47750130417353012E-02
51886225691505510E-01
11751161462842645E-01
59770831073947535E-01
91687043060353232E-01
03704958972523175E-01
92602466497556032E-01
55823949571397503E-01
91565168420930806E-01

. 00000000000000000E+00
t1.
3.
t4.
6.
7.
8.
9.
19,
9.

60358645640225376E~-01
16564099963629832E-01
64570741375960945E-01
00545304661681022E-01
20966177335229323E-01
22714656537142995E-01
03155903614817560E-01
60208152134830467E-01
92406843843584233E-01

NMUVOHHHEFHEME NOWOKHRKKRKHEKE

R N T Y e

R OVO e e

.89450610455068496E-01
.82603415044923589E-01
.69156519395002540E-01
.49595988816576680E-01
.24628971255534046E-01
.51585116824936411E-02
.22535239386470226E-02
.71524594117544476E-02

.79446470356206525E-01
.76562705366992646E-01
.68004102156450044E-01
.54045761076810294E-01
.35136368468525480E-01
.11883847193403855E-01
.50361483171810656E—-02
.54595293739882349E-02
.41483028685497161E-02

.69142382963143592E-01
.64276483745832723E-01
.54684675126265247E-01
.40642914670650710E-01
.22555206711478826E-01
.00942044106286951E-01
.64257302548870494E-02
.97145488949539066E-02
.16160135264859385E-02

.61054449848783696E-01
.58968843393954348E-01
.52766042065859667E-01
.42606702173606599E-01
.28753962539336389E-01
.11566645547334120E-01
.14900216224491517E-02
. 90445427376355186E-02
.48142267657048059E-02
.94617882297275804E-02
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Obr.VII.2 Legendrovy polynomy Pl(x) az Pz(x)
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Dodatek VII.C

Poznamky ke konvoluci

Méjme konvoluéni integril ve tvaru

HH(t)

kde f£(t) je
I(t) je
n=0 pro
n=1 pro

t
= jf‘“*“(t—r)x(r) dt
0

¢asovy prubéh zdroje,

suma paprskovych integréalu,

vertikalni silu uvnitf nebo na povrchu desky a
explozivni zdroj.

Tento konvoluéni integral odpovida integralu v rovnici

(7.5), tedy

pro ¢asovy prubéh zdroje plati £(0)=0 a £’ (0)=0.

Abychom si ulehéili vypoéet konvoluéniho integralu, budeme

nahrazovat funkci f(t) posloupnosti obdélniku, lichobézZnikl

nebo kvadratickych useku.

Vertikalni

sila (n=0)

a) f(t) nahrazeno posloupnosti obdélniku

> £ (t)

posloupnost Diracovych impulsi

> ®(t) = Z o« I(t-1a)

i

= integrace neni zapotrebi

b) f£(t) nahrazeno posloupnosti lichobézZniku

> £/ (t)

posloupnost obdélnikovych impulst

> ®(t) = z a J(t-id),

i

t
kde J(t) = j I(t)dt

(o}

3 stadéi jednou integrovat
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Explozivni zdroj (n=1)

a) f(t) nahrazeno posloupnosti lichobézZzniku
> £”(t) ... posloupnost Diracovych impulsu
> #(t) = ) aI(t-iA)

1
3 integrace neni zapotfebi

b) f(t) nahrazeno kvadratickymi useky
> £”(t) ... posloupnost obdélnikovych impulst
> #(t) = ) aJ(t-id),
i
t
kde J(t) = [ I(z)ac

0
% stad¢i jednou integrovat

Nyni podrobné rozebereme jednotlivé pripady :
Aproximace posloupnosti obdélniku

Casovy prubéh zdroje f(t) je aproximovan posloupnosti
obdélnika (viz obr.VII. 3).

f ()

W
P

O A 2A 3 4A 55 64 L

Obr.VII.3 Aproximace f(t) posloupnosti obdélniku
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£(t) = w [H(t-0) - H(t-4)]
+ w [H(t-4) - H(t-24)]
+
+ ws[H(t—SA) - H(t-6A)]
5
= 2 w [H(t-i8) - H(t-(i+1)a)] , kde w =£(iA).
i=0
Tedy

£ (t-t) = w_[3(t-0-T) - s(t-A-T)]

+ wl[a(t—A—t) - 8(t-2A-1)]

+ ws[a(t—SA—t) - 8(t-6A-T)]

N-1
wi[a(t—iA—t) - 8(t-(i+1)A-T)]

o]

Il
S~

i
N-1
= wo§(t—t) - wN_la(t—NA—t) + iZl(wi-- th)S(t-lA—t)

N-1
wI(t) - w _I(t-NA) + izl(Wl- w,_ )I(t-ia)

H(t)

Zvolime-1i si woa w (prvni a posledni bod) rovny nule,

pak dostaneme vysledny vztah pro konvoluci (vertikalni sila)

N-1
#(t) = ) (w-w ) I(t-ia)
i=1
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Aproximace posloupnosti lichobézniku

Casovy prubéh zdroje f£(t) je aproximovan posloupnosti
lichobézniki (viz obr.VII. 4).

f (0

T T I I I

|
O A 2A 30 4a 5n 64 T

Obr.VII.4 Aproximace f(t) posloupnosti lichobé&zZniku

f(t)

|

(ko(t—O) + qo)[H(t—O) - H(t-a)]
+ (ki(t—A) + ql)[H(t-A) - H(t-24)]
+ ...

+ (k, (t-44) + q ) [H(t-4A) - H(t-54)]

N-2 '
= z (k, (t-iA) + q )[H(t-iA) - H(t-(i+1)a)] ,
i=0

kde k1=[f((i+1)A)—f(iA)]/A a qi=f(iA).
Tedy

£ (t-T)

ko[H(t—O-t) - H(t-A-T)] + qoa(t—t)

+

k [H(t-A-t) - H(t-24-7)]

+ k4[H(t—4A—t) - H(t-5A-T)] - qsa(t-SA—t)
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- 2 k, [H(t-1A-T) - H(t-(i+1)a-7)]

+ qoa(t—t) - qN_la(t—(N—l)A—t)

#(t) = q I(t) - q,_ I(t-(N-1)A)

+

k J(t) - k__J(t-(N-1)a)

N-2
+ Y (k.- k,_)J(t-iA)
i=1

Zvolime-1li si qQ, aq., (prvni a posledni bod) rovny nule,
pak dostaneme vysledny vztah pro konvoluci (vertikalni sila)

#(t) = k J(t) - k __J(t-(N-1)4)

N=-2
+ Y (k- k,_)J(t-ia)
i=1

t
kde J(t) = f I(t)dr.
0
V ptipadé explozivniho zdroje (n=1) musime provést druhou

derivaci f(t), coz vede na
f’(t-t) = ko[a(t—o—r) - 8(t-A-T)]

+ kl[a(t—A—t) - 8§(t-2A-1)]

+ k4[8(t—4A-t) - 8(t-5A-1)]

N-2
= z k [8(t-iA-T) - 8(t-(i+1)A-T)]
i=0
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= k 8(t-t) -k __8(t-(N-1)A-T)
N-2

+ Y (k- Kk _ )8(t-ia-T)
i=1

Vy¥sledny vztah pro konvoluci (explozivni zdroj) je potom dan
vyrazem

N-2
#(t) = kI(t) - k I(t-(N-1)4) + ) (k- k_)I(t-ia)
i=1

Aproximace posloupnosti kvadratickych useki

Casovy prubéh zdroje f£f(t) je aproximovan posloupnosti
kvadratickych dseku (viz obr.VII.S).

f(t)

| l I | | |
O A 20 30 40 5 64 T
Obr.VII.5 Aproximace f£(t) posloupnosti

kvadratickych useki
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f(t) = (Ao(t—o)2+ B_(t-0) + C_)[H(t-0) - H(t-4)]

+ (Al(t—A)2+ B, (t-A) + C )[H(t-a) - H(t-24)]

+ (A4(t—4A)2+ B,(t-A) + C,)[H(t-4A) - H(t-5A)]

N-2
= Z [Ai(t—iA)2+ B (t-A) + C JIH(t-iA) - H(t-(i+1)A)] ,
i=0

£((i+1)A) - £(iA)

A - £ (iA)
kde A = X ,
B, = £ (iA) - 2A iA ,
C, = £(iA) - A (ia)® - Bia . [£(0) = £(0) = 0 !!1]
Tedy
£ (t) = [2A (t-0) + B_1[H(t-0) - H(t-4)]

-+

[2a (t-A) + B J[H(t-A) - H(t-24)]

+ [2A4(t-4A) + B4][H(t—4A) - H(t-5A7)]
+ Coa(t) - Csé(t—SA)

N-2
z [2A (t-iA) + B J[H(t-iA) - H(t-(i+1)a)]
i=0

+ COS(t) - CN_lé(t—(N—l)A)

Pro f(0)=0 = c,=0 (prvni bod) a f£((N-1)A)=0 = Cy,=0
(posledni bod), tedy
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£7(t-T) 2A [H(t-0-t) - H(t-A-T)] + B _&(t-T)

+ 2A1[H(t-A-t) - H(t-2A-T)]
+ 2A4[H(t-4A—t) - H(t-5A-t)] - Bsa(t—SA-t)
= Y 2a [H(t-18-7) - H(t-(i+1)A-T)]

+ Boa(t—t) - BN_IS(t-(N-l)A—‘C)

a vztah pro konvoluci je nasledujici (okrajové body jsou
nulové)

H(t) B I(t) - B, _ I(t-(N-1)A)

+ 2AOJ(t) - 2AN_2J(t—(N—1)A)

N-2
Y 2(k - k _)J(t-ia)
i=1

+

Zvolime-1i si Bo a BN__1 (derivace v prvnim a poslednim bodé)
rovny nule, pak dostaneme vysledny vztah pro konvoluci
(explozivni zdroj)

#(t) = ZAdJ(t) - ZAN_ZJ(t—(N—l)A)

N-2
+ ) 2(k - k _)JI(t-ia)
i=1

t
kde J(t) = j I(t)drc.
0
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Dodatek VII.D

Dal$i numerické ptiklady

Z hlediska potfeb experimentalnich méreni a kalibrace
snimac¢l akustické emise nas nejcastéji zajimaji casové
prubéhy vertikalni slozky posuvu.'uz(t) (nejsnaze se méri)
na povrchu desky, kterd je nejdostupnéjsim experimentialnim
télesem (na rozdil od dostateéné velkého poloprostoru).
Pri experimentech se deska budi lamanim tuhy (pen test),
drcenim sklenénych kapilar nebo raznikem. Nejc¢astéjsi jsou
prvni dva pripady, kdy se c&asovy pribéh buzeni pribliZuje
Heavisideové skokové funkci.

Z vySe uvedenych divodua byla provedena rada vypocdétu,
které jsou shrnuty v obr.VII.6 aZ obr.VII.13. VSechny tyto
vypocéty byly délany pro hypotetickou desku s néasledujicimi

parametry
c =1 c =1\277 2 Poissonovo ¢islo = 0.3
p=7.8
h =10

V pripadé, 2zZe rychlosti jsou v [mm/us], hustota v [g/cm3]
a tloustka desky v [mm], jsou vysledné ¢&asy prichodu jedno-
tlivych paprskt v [us] a vychylky v [nm].

Vypoéty byly provedeny pro buzeni bodovou vertikalni
silou na povrchu desky popf. uprostred desky. Casovy prubéh
buzeni odpovidal Heavisideové skokové funkci (z O na 1 N).
Pro nazornost byly provedeny i vypoéty predstavujici postup-
nou zménu mista pozorovani z horniho povrchu desky pres jeji
stfed k dolnimu povrchu (obr.VII.12 a 13). Z téchto obrazku
je patrny dobre znamy rychly pokles amplitud Rayleighovy
vliny pri prechodu z horniho povrchu dovnitf desky. Dale je
velice zajimavé porovnat vychylky na hornim a dolnim povrchu
desky. ‘
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Obr.VII.6 Casova zavislost posuvu u au;

zdroj i prijimac¢ na stejném povrchu (r/h=2);

buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)
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Obr.VII.7 Casova zavislost posuvu u au;
zdroj i pfijimac¢ na stejném povrchu (r/h=5);

buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)
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Obr.VII.8 Casova zavislost posuvu u au;
zdroj a prijimac¢ na opaé¢nych stranidch (r/h=2);
buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)
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Obr.VII.9 Casova zavislost posuvu u au;
zdroj a prijimac¢ na opaénych strandch (r/h=5);
buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)

149



10
<=

20

15
Uz
20.6 P
Inm] 2
| : : | | | 25.0 p
' : : 32.0 P°
38.6 S
5 - 40.3 p*
43.7 sP'S
46.8 s
5
o 49.2 P
58.5 p°
59.5 SP*s>
e 59.9 s°
68.0 P’
5 ; ; » 75.4 s*
Ur . : : 8
77.6 p
[nm]
—-10 : : : . ' %
10 20 30 40 50 60 70 80

tlus]

Obr.VII.1l0 Casova zavislost posuvu u au;
zdroj uvnit#, prijimacé na hornim povrchu (r/h=2);
buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)
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Obr.VII.11 Casova zavislost posuvu u au;
zdroj uvnit¥, pfijima¢ na hornim povrchu (r/h=5);
buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)
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Obr.VII.1l2 Casova zavislost posuvu u (r/h=5);
zdroj na hornim povrchu, prijimaé¢ putuje od
horniho povrchu (z=0) k dolnimu (z=10);
buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)

a) z=0 - horni povrch; b) z=1
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Obr.VII.12 pokracdovani; e) z=4; f) z=5 - stfed desky

154



40 50 60 70 80 90 100 110 120
tfus]

Obr.VII.12 pokracdovani; g) z=6; h) z=7
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Obr.VII.12 pokracdovani; k) z=10 - dolni povrch
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Obr.VII.13 Casova zavislost posuvu u_ (r/h=5);
zdroj na hornim povrchu, pfijimaé putuje od
horniho povrchu (z=0) k dolnimu (z=10);
buzeno bodovou vertikalni silou (Heaviside)
a) z=0 - horni povrch; b) z=1
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Obr.VII.13 pokracdovani; c) z=2; d) z=3
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Obr.VII. 13 pokracdovani; e) z=4; f) z=5 - stfed desky
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Obr.VII.13 pokracdovani; g) z=6; h) z=7
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Obr.VII.13 pokracovani; i) z=8; j) z=9
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