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1 UVOD

Tato zprava vznikla na zakladé podpory grantu GA CR & 101/94/0971 Nové metody vyhod-
nocovani signdli akustické emise (tesitel Ing. Petr HORA, CSc.). Tento grant se fesi v UFY
FAV ZCU v Plzni a UT AV CR v Praze. V ramci vyse uvedeného grantu se zajem soustfeduje

predevsim do oblasti komprese signalti akustické emise a detekce jejich pfichodi.

Waveletové transformace (WT) patfi mezi rychle se rozvijejici metody v fadé oborti, ¢istou ma-
tematikou pocinaje a inZenyrskymi aplika¢nimi obory konce. Mezi nejpouzivanéjsi aplikace patii:
detekce nespojitosti (vyuziva pfedevsim vynikajici lokaliza¢éni vlastnosti WT), komprese signala

(audio signaly, video signaly, statické obrazy) a rychlé algoritmy pro maticové operace.

Pro tyto aplikace méd WT fadu pfednosti. Navzdory tomu neni v tuzemské knizni produkci zadny
titul, ktery by se o tomto progresivnim prostifedku analyzy signalti byt jen zminil. Rozhodli jsme se
proto tuto mezeru, i kdyz pouze pro omezeny okruh uzivateld, vyplnit. Waveletové analyze signalt
akustické emise budeme vénovat nékolik vyzkumnych zprav. Tato zprava, jako prvni z fady, podava
teoreticky ivod do waveletové analyzy. Pti studiu waveletové analyzy se ndm dostala do rukou kniha
"An introduction to random vibrations, spectral and wavelet analysis’ od profesora D.E.Newlanda
[NEWO94c|. Jelikoz je tato kniha vyborné napsand, rozhodli jsme se ji pouzit, resp. jeji kapitolu

‘Discrete wavelet analysis’, k napsani teoretického iivodu k waveletim.

Tato zpréava je uréena vyhradné pro vnitini potiebu Ustavu fyzikalniho inZengrstvi Fakulty apliko-

vanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni.

V Plzni 13. ¢ervna 1996 e
Ing. Petr HORA, CSc.



2 DISKRETNI WAVELETOVA ANALYZA

Nevyhoda Fourierovy analyzy spociva v tom, Ze informace o frekvenci muze byt ziskana pouze pro
uplny signal f(¢). Ponévadz integral v rovnici Fourierovy transformace mé meze od —oo do 400,
informace, kterou takto dostaneme, vznika z priméru pres celou délku signalu. Jestlize se v néjakém
misté signdlu f(¢) objevi lokélni oscilace predstavujici zvlastni znak signalu, pfispéje tato oscilace
k vypoctené Fourierové transformaci F'(w), ale jeji pozice na ¢asové ose bude ztracena. Neexistuje
zadny zpusob jak zjistit, ze kterych ¢asti signalu je odvozena hodnota F(w) pro dané w. Tuto
nevyhodu odstranuje waveletovd analyza (wavelet analysis), kterd poskytuje alternativni zptsob
rozdéleni signalu do jeho zdkladnich ¢asti. Pivodni podnét pro wavelety pfisel z oblasti analyzy
seismogramt (Goupillaud a spol. [GOUP84)), ale waveletové analyza se uz nalezne i ve vyznamnych
aplikacich zpracovani fe¢i a obrazu a je nyni vSeobecné povazovana za vyznamny nastroj v analyze

signalu.

2.1 Zakladni myslenky

Abychom ilustrovali, jak rozklad do waveletti pracuje, je na obr. 2.1 zndzornén rozklad signalu do
svych waveletovych slozek. Pouzit je obdélnikovy signél, jehoz dvé periody jsou zobrazeny v horni
¢asti obrazku. Pod nim je osm samostatnych signald, které byly ziskany rozkladem obdélnikového
signalu do waveletovych slozek. Z divodi, které se stanou zfejmé pozdéji v této kapitole, kazda
slozka se nazyva droven (level) a tirovné jsou ¢islovany od -1 nahoru. V tomto pfikladu jsou trovné

-1 a 0 nulové, ale obecné to tak byt nemusi.

Sectenim jednotlivych waveletovych tirovni je ziskan ptivodni signél, coz je zndzornéno na obr. 2.2.
V levém hornim rohu je samotna tiroveii -1, na nasledujicich pribézich jsou pak vysledky po pfi¢teni

dalsi arovné, az konecné v pravém dolnim rohu je zrestaurovany ptvodni signal.

V celé této kapitole predpokladame ekvidistantné vzorkované signaly. Na obr. 2.1 obdélnikovy sig-
nal f(r) pokryva rozsah r od 1 do 128. Stejné jako kdyz u diskrétni Fourierovy transformace délka
posloupnosti N analyzovaného signalu urcuje, kolik samostatnych frekvenci mtze byt reprezento-
vano, tak u diskrétni waveletové transformace délka posloupnosti urcuje, kolik waveletovych trovni
existuje. Vidime, Ze pro N = 2" existuje n + 1 waveletovych tarovni, takze pro N = 128 = 27

existuje osm waveletovych trovni (viz obr. 2.1).

Tvary slozek dekomponovaného signélu zavisi na tvaru analyzujiciho waveletu (analysing wavelet).
Analyzujicich wavelett miize byt nekone¢né mnoho, ale pouze mald podmnozina z nich spliiuje pod-

minky, které jsou nezbytné, pokud maji wavelety poskytovat pfesnou dekompozici a byt navzajem
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Obr. 2.1: Analyza obdélnikového signalu f(r), r od 1 do 128, waveletem D4.

ortogonalni. Existuje vysoce efektivni numericky algoritmus pro vypocet waveletové transformace,
ktery déla pro waveletovou analjzu to, co algoritmus rychlé Fourierovy transformace (FFT) déla
pro Fourierovu analyzu. Tento algoritmus pracuje pouze s ortogondlnimi wavelety. Z tohoto dtéivodu
se budeme v této kapitole zabyvat pouze ortogonalnimi wavelety, jejich definovanim a vlastnostmi.
Kdyz si vybereme, jaky wavelet budeme pouzivat, tvofi tento wavelet bazové funkce, do kterych
miize byt signal f rozlozen. Koukneme-li se na to z jiné strany, tak analyzujici wavelet urcuje tvar

stavebnich blokt, ze kterych je signal f zkonstruovan.

Na obr. 2.1 a 2.2 byl pouzivan wavelet D4 (pojmenovani bude vysvétleno pozdéji) a tvar tohoto wa-
veletu si mtzete prohlédnout na obr. 2.3 nahore. Wavelet je vykreslen v méritku tirovné 3 z obr. 2.1.
Vsimnéte si, ze wavelet v tomto méritku zaujima pouze ¢ast délky analyzovaného signalu. Aby po-
kryl plnou délku, musi se pridat dodateéné wavelety; v trovni 3 existuje podél horizontalni osy
23 = 8 waveletl v ekvidistantné rozmisténych intervalech. Kazdy je posunut vzhledem ke svému
sousedu o 128/8 = 16 vzorki. TTi sousedni wavelety jsou znédzornény ve druhém pohledu na obr. 2.3
a jejich soucet ve tretim pohledu. Posledni pohled na obr. 2.3 ukazuje soucet vSech osmi waveleti

v tomto méritku.

V nésledujicim vyssim méritku, coz odpovida Grovni 4 na obr. 2.1, existuje 16 wavelettd posunutych
o 8 vzorku; pro troven 5 existuje 32 waveletl posunutych o 4 vzorky; v nejvyssi irovni 6 existuje
64 waveletl posunutych o 2 vzorky. Zmensujeme-li méritko, Groven 2 ma 4 wavelety posunuté o 32

vzorkd; droven 1 mé 2 wavelety posunuté o 64 vzorkl; troven 0 ma jeden wavelet a troven -1
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Obr. 2.2: Rekonstrukce obdélnikového signalu f(r) z jeho waveletovych slozek.

nemé zadny wavelet, je to pouze konstantni troveni. Urover -1 je nutné, nebot kazdy wavelet mé
z definice nulovou stfedni hodnotu, a tak kombinaci waveleti samotnych nemtzeme vyjadrit signal

s nenulovou stfedni hodnotou.

Pozice a sitka kazdého waveletu podél horizontalni osy je urcena strukturou waveletové transfor-
mace; ménit se mize pouze vertikdlni velikost kazdého waveletu. Vertikalni velikost kazdého wa-
veletu je specifikovana ptislusnym ¢lenem ve 128-¢lenné fadé a(r), r = 1 az 128. Cilem waveletové
transformace je vzit pocatecni datovou posloupnost, ktera reprezentuje vybranou délku navzorko-
vaného vstupniho signalu f(r), r = 1 az 128, a konvertovat ji do nové posloupnosti (realnych) ¢isel
a(r), r = 1 az 128, ktera definuji vertikalni velikost wavelet v kazdé z mnozin horizontalnich mé-
fitek a pozic takovym zptisobem, Ze soucet véech waveletii vérné reprodukuje ptivodni signal. Cim
je puvodni posloupnost delsi (pocet ¢lentt musi byt mocninou dvou), tim je v transformaci trovni
vice. Zvétsujici se pocet vzorkovacich bodi (pro dany ¢asovy interval) zvétSuje pocet vyuZzitel-
nych detailt. Nejvyssi tiroven transformace ukazuje tyto jemné detaily. Ostré hrany obdélnikového
signalu z obr. 2.1 jsou odpovédné za wavelety v malych métitcich. Lokalni maximum waveletové
transformace se vyuziva k detekci hran (Mallat a Zhong [MALL90]).

Pozdéji se dostaneme k logice algoritmu pro diskrétni waveletovou transformaci a jeji inverzi, ale
Gtenari, ktefi maji pristup k MATLABu, mohou jiZ nyni experimentovat s programy uvedenymi
v Dodatku. Tato sbirka M-soubort zahrnuje wavedn(f,N) k vypoctu waveletové transformace po-

sloupnosti f s 2" ¢leny, kterd pouziva wavelet s N koeficienty (N sudé), iwavedn(f,N) k vypoctu
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Obr. 2.3: Wavelet D4 v Grovni 3 pouzity v obr. 2.1.
prislusné zpétné waveletové transformace, dcoeffs(N) k ziskdni N koeficienti, které se pouzivaji
v wavedn a twavedn (N < 20); a displayn(f,N) pro zobrazeni grafii (viz obr. 2.1 a 2.2) libovolného

realného signédlu f s 2™ ¢leny a jeho waveletové transformace s N koeficienty (postupny rozklad a

slozeni).
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2.2 Dilataéni rovnice

Nyni si vyzkousime tvorbu ortogonélnich wavelett z dilatacnich rovnic (dilation equations). Tyto
rovnice byly zevrubné prostudovany teprve nedavno. Dilatovat (dilate) je rozsifovat, tedy dilato-
vani (dilation) znamena roztazeni. Bazova funkce ¢(x) je (horizontalné) dilatovanou verzi ¢(2x).
Funkce ¢(x) ma stejnou vysku, ale je natazena na dvojnasobek na horizontélni méfitko z, kde z je
bezrozmeérné nezavisld proménna, kterd muiize v zavislosti na aplikaci reprezentovat ¢as nebo délku.
V dilata¢ni rovnici je ¢(z) vyjadieno jako koneénd fada ¢lent, z nichz kazdy obsahuje (naptiklad)
¢(2z). Kazdy z téchto ¢(2z)-clent je na horizontalni ose umistén v jiné pozici, protoze argument
je misto 2z roven (2x — k), kde k je celé ¢islo (kladné nebo zaporné). Zékladni dilataéni rovnice mé

tvar

P(z) = co9p(27) + c19(27 — 1) + c29(27 — 2) + c39(22 — 3), (2.1)

kde koeficienty ¢ jsou numerické konstanty (obecné kladné i zaporné). Kromé nékolika mélo ptipada
(viz Problém 1) neni mozné fesit rovnici (2.1) pfimo; tj. nalézt hledanou funkci ¢(z). Misto toho
musime sestrojit ¢(z) nepfimo. Nejjednodussi postup je sestavit iteracni algoritmus, ve kterém

kazda nova aproximace ¢;(z) je vypoctena z pfedchozi aproximace ¢;_1(x) podle schématu

¢J($) = Co¢j_1(2$) + Cl¢j_1(2$ — 1) + 02¢j_1(2x — 2) + C3¢j_1(2x — 3). (2.2)

Iterace skondi, kdyz je ¢;(z) nerozeznatelné od ¢;_1(z).

Zacnéme nejprve s funkci ¢g(z) - ,,obdélnikovy puls, pro kterou ¢g(z) = 1, je-i 0 < z < 1, a
¢o(x) = 0 jinde. Obdélnikovy puls na intervalu x = 0 az 1 pfejde po jedné iteraci ve schodovitou
funkci na intervalu z = 0 az 2 (viz obr. 2.4 nahote). Kazdy ptispévek k ¢;(z) je zndzornén samo-
statné a potom je znazornén soucet vSech ¢ty prispévki. Koeficienty cg, c1, co, c3, které byly pfi

vypoctu pouzity, mély hodnoty:

co=(1+V3)/4 = (3+3)/4

ca=(3-+3)/4 c3 —(\/3—1)/4 (23)

Jak uvidime pozdé€ji tyto hodnoty generuji ortogonalni wavelet D4. Pismeno D je odvozeno od pro-
fesorky Daubechies, ktera poprvé objevila vlastnosti ortogonalnich waveletti (Daubechies [DAUBSS,
DAUBSg9, DAUBY0)).

Kdy?z se v itera¢nim procesu pokracuje, ptiblizuje se funkce ¢(z) k limitnimu tvaru, ktery je uveden
na obr. 2.4 dole. Neobvyklym rysem tohoto tvaru je jeho nespojitd povaha. Stejna funkce je zna-
zornénd ve vétsim méritku na obr. 2.5. Graf ma povahu fraktélu; tj. je-1i kreslen ve vétsim méritku,
jeho nepravidelné obrysy se zachovavaji. K ziskani hladsi funkce je tfeba zahrnout do dilatacni

rovnice (2.1) vice élent.
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Funkce ¢(z), vytvorend z obdélnikového pulsu (jednotkova vyska a délka), se nazyva skdlovact
funkce (scaling function) a tvorbou odpovidajici waveletova funkce ze skdlovaci funkce se bude za-
byvat pristi kapitola. AvSak nejprve se podrobnéji zamysleme, jak iteracni schéma pouzité v obr. 2.4
pracuje. Prvni iterace (viz obr. 2.4 nahote) vytvofi schodovitou funkci se ¢tyfmi schody, jejichz vyska
je co, c1, co a c3 a které zacinaji v bodech x = 0, 0.5, 1 a 1.5. Ve druhé iteraci pfispéje prvni schod
(vyska cg, podétek v bodé z = 0) ke &tyfem novym schodtim, jejichz vyska je 2, coc1, coca, cocs a
které zacinaji v bodech x = 0, 0.25, 0.5 a 0.75; druhy schod (vyska c;, pocatek v bodé x = 0.5) ke
¢tyfem novym schodiim, jejichz vyska je cico, ¢3, cicz, cics a které za¢inaji v bodech z = 0.5, 0.75,
1 a 1.25; atd. Po druhé iteraci ma vysledné schodovitd funkce (tfeti fadek v obr. 2.4 dole) schody
o vysce: cg, coc1, Coca + c1cp, Cocs + c%, c1¢3 + cacg, c1c3 + cacy, c% + c3cq, Ccac3 + c3c1, C3C2, c%, které
jsou umistény v polohach: = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, 1.5, 1.75, 2 a 2.25. Tyto hodnoty plynou

z nasledujiciho maticového schématu :

— ‘o -
C1
C2 Cp
3 €o
el =| | =M [ (24)
cC3 (C1 (&)
Co2 O C3
CcC3 (1
C2
I c3 ]

kde M, oznacuje matici fadu (271 + 2" — 2) x (2" + 2”1 — 2), ve které ma kazdy sloupec submatici

koeficientt cg, c1, co a c3 umisténu o dva fadky niz nez ve sloupci nalevo.

Pocet bodii grafu se zvétsuje v fadé 1, 4, 10, 22, 46, ..., 2”71 + 27 — 2, takZe po osmi iteracich se
doséhne 29 + 28 — 2 = 766 bodt, které jsou od sebe na horizontalni ose vzdéleny o 1/2% = 1/256.
Graf zad¢ind vz = 0 a témér (ale ne zcela) dosahuje k © = 3. Implementace tohoto schématu
(itera¢ni maticové nésobeni) je klicovym bodem diskrétni waveletové transformace. Iterace neni
nejefektivnéjsi metoda pro generovani skalovaci funkce ¢ (rekurzivni metoda popsand v Problému
2 je z tohoto hlediska lepsi), ale je jednoduché, snadno se programuje a pro ortogondlni wavelety
(zalezi na vybéru koeficientti ¢, c1, ¢ a c3) mé matice M, specidlni vlastnosti, které jsou podstatné

pro praci diskrétni waveletové transformace.
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Sestrojent @(X)=Co@(2X)+C1P(2X- 1)+Co@(2X- 2)+Ca@(2X- 3)

I R @)
o Co®y(2x)
............................ CiPy(2x- 1)
........................... Cpy(2x- 2)
...................... Co@(2x- 3)
S T S Ll
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X

Obr. 2.4: Sestrojeni skalovaci funkce D4 iteraci z obdélnikového signalu na intervalu x = 0 az 1.
2.3 Dilatacni wavelety
Doposud jsme nedefinovali wavelet. Ten je popsan svoji waveletovou funkci W (z), ktera je odvozena

z odpovidajici skalovaci funkce. Pro kalovaci funkei se ¢tyfmi koeficienty definovanou v (2.1) je

dilatacni waveletova funkce
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Obr. 2.5: Skélovaci funkce D4 vypoétena pro 3 x 2!2 bodii rekursivni metodou (Problém 2).

W(x) = —c36(2x) + c2p(22 — 1) — c10(2x — 2) + cop(2x — 3). (2.5)

Jsou pouzity stejné koeficienty jako pro definici ¢(x), ale v opa¢ném potadi a se st¥idajicimi se

znaménky:.

Vysledky vy¢isleni vztahu (2.5) pro skalovaci funkci D4 z obr. 2.5 jsou znézornény na obr. 2.6.
Jedné se o wavelet D4, ktery se objevil na obr. 2.3 a byl pouzit k analyze obdélnikového signalu
v obr. 2.1 a 2.2. Ziustava zachovana nespojitost a fraktalova povaha skalovaci funkce. Tento wavelet

ma jisté dosti prekvapujici tvar, uvédomime-li si, Ze jde o bazovou funkci pro analyzu signalu.

Definice (2.5) muze byt pozménéna; jind varianta definice (viz napi. Strang [STRA89]) je

W(z) = c36(2x + 2) — c2(2x + 1) + c19(2x) — cop(22 — 1). (2.6)

Tento vztah se prili§ nelisi od vztahu (2.5); wavelet ma pouze opacnou hodnotu a misto, aby
zacinal v x = 0, jak je tomu na obr. 2.7, zaujim4 interval x = —1 az 2. Dale budeme pouzivat
jiz jen definici (2.5), nebot je vhodnéjsi pro sestavovani numerického algoritmu, ktery je zakladem

diskrétni waveletové transformace.

Vratme se opét k maticovému schématu pro vytvoreni ¢(z) pomoci iterace za¢inajici z obdélniko-
vého pulsu jednotkové vyska i délky. Pfedpokladejme, ze iterujeme az do okamziku plného vyvinuti

¢(x) a ze chceme generovat z této Skalovaci funkce ¢(x) wavelet W (x) podle vztahu (2.5). Pro

14



Obr. 2.6: Wavelet D4 podle vztahu (2.5).

jednoduchost si predstavme, Ze ke konecné ¢(x) vede pouze jedna iterace, takze $kdlovaci funkce
je reprezentovana schodovitou funkci se ¢tyfmi schody o vysce ¢, c¢1, co a c3 v bodech z = 0, 0.5,
1 a 1.5 (viz obr. 2.4 nahote). Podle vztahu (2.5) generuje tato ¢tyf-schodovita funkce schodovitou
funkci o deseti schodech, z nichz kazdy ma &iiku 0.25. Clen —c3¢(2z) ze vztahu (2.5) poskytuje
—c3cp, —C3C1, —C3C2, —cg; élen —co¢(2x — 1) dava caco, cact, €3, cacg posunuté o dvé mista doprava;
atd. pro ostatni ¢leny, takze nové schody (nyni pro wavelet) jsou :

2 2 2 2
—C3Cp, —C3C1, —C3C2 + C2Cp, —C3 + €21, C5 — C1Cp, C2C3 — €], —C1C2 + Cp, —C1C3 + CoC1, CoC2, COC3.

Tyto hodnoty jsou generovany maticovym schématem

C e, :
0 —c3
co 0 —c3
0 co 0 —cs Co
wa= |t Do D 2.1
co 0 —c O c3
co 0 —C
co 0
L ¢ |
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nebo

Co
1
C2

C3

€o

C1

Co O

3 1
C2
C3

€o
1
C2

C3

—c3
C2
—c1

€o

Vsimnéte si ve vztahu (2.7) nul mezi diagondlami koeficient. Pokud by byl wavelet vypocten ze

skalovaci funkce ¢(x) ziskané ze dvou iteraci, byly by mezi kazdou diagonalou s koeficienty tii

nuly. To plyne ze skutecnosti, ze schody po dvou iteracich Skalovaci funkce jsou od sebe vzdalené

0 0.25. Disledkem ¢lent na pravé strané rovnice (2.5), které obsahuji 2z, je, Ze schody waveletové

funkce budou od sebe vzdaleny o 0.25/2 = 0.125. Avsak translace pozadované ve vztahu (2.5) jsou

x = 0.5, nebot ¢(2z — 1) je posunuto vzhledem k ¢ (2x) o 0.5, atd. Zavér je ten, ze diagonalni fadky

koeficientt ve vztahu (2.9) jsou od sebe vzdalené o 0.5/0.125 = 4 mista :

€0
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Prvnich osm iteraci vyvoje waveletu D4
' ! !

Obr. 2.7: Wavelet D4 vypocteny iteraci.

Ctenéi si mize ovéiit (viz Problém 3), Ze tak jako jsou ekvivalentni vztahy (2.7) a (2.8), tak je

stejny vztah (2.9) se vztahem

C2

(W3] = M3M. [1], (2.10)

€o

kde Mg je matice fadu 22 x 10 s 10 submaticemi [¢y ¢1 ¢2 03]T posunutymi o dvé mista niz oproti

submatici vlevo.

Rovnice (2.10) je dtlezita, nebot se jedna o schéma, podle kterého se vytvareji wavelety ve zpétné
diskrétni waveletové transformaci (IDWT). Vypocet je ilustrovan na obr. 2.7, ktery ukazuje vy-
sledek vypoctu, ktery je podobny vypoctu vedoucimu k obr. 2.4, az na to, Ze prvni krok je
[—c3 ¢a — 1 co)” [1] misto [cg 1 ¢z es]” [1]. Viechny dalsi kroky iterace pouzivaji matic My, které
se skladaji ze submatic [cy ¢1 c2 03]T rozlozenych vertikalné o dvé mista. Po osmi krocich vedoucich

k 766 schodtum (jako dfive) je vypocteny wavelet velice podobny (skoro stejny) waveletu na obr. 2.6.
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2.4 Vlastnosti waveletovych koeficientti

Abychom vytvorili dobré wavelety, musi byt jejich koeficienty vybrany opatrné. Tato kapitola,
kterd ma Sest Casti, pojednava o podminkach, které musi spliiovat dobra mnozina waveletovych
koeficienti, a disledcich téchto podminek. Prvnich pét ¢asti se témito podminkami zabyva detailné,
kdezto v Sesté casti jsou vysledky vedouci ke spravné volbé waveletovych koeficientti shrnuty ve
formé praktickych predpist. Piesto jsou tyto podminky komplikované a je tfeba s nimi zachazet
opatrné. Avsak vysledkem je, Ze pro volbu koeficientl existuje tolik nezavislych rovnic, kolik je tfeba
koeficienti zvolit; takze pokud se rozhodneme pouzit pouze ¢tyii koeficienty, existuji ¢tyfi rovnice,
které je tieba vyresit a tak obdrzet hledané hodnoty; pokud chceme Sest koeficientti, existuje Sest
rovnic a tak opét existuje pouze jedna mnozina hodnot. Tyto hodnoty jiz byly vypocteny a jsou
publikovany v literatufe (napf. Daubechies [DAUBSS|). Pro wavelety s 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,
18 a 20 koeficienty jsou hodnoty koeficientii ulozeny v m-souboru c=dcoeffs(N), kde N je pocet
koeficientt (vzdy sudy) a c je pole fadu N obsahujici koeficienty v potadi cg, ¢1, c2, ..., cy—1. S touto
informaci lze nyni prejit k dalsi kapitole Periodické waveletové transformace a zacit rozvazovat, jak
je diskrétni waveletovéd transformace implementovdna v praxi. AvSak pro Uplnost se ted budeme
podrobnéji zabyvat, jak se vlastné waveletové koeficienty vypoctou, a budeme vySetfovat podminky,

které musi spliovat.

Existuji tfi rizné kategorie podminek. Prvni kategorie ma pravé jednu podminku, kterou je, ze
soucet koeficient musi byt vzdy roven dvéma. Tato podminka se nazyva podminka zachovdni plo-
chy (conservation of area). Jejim dusledkem je, Ze pfi itera¢nim vyvoji Skdlovaci funkce, se plocha
skalovaci funkce neméni (zustdva konstantni). Druhd kategorie podminek, kterd obsahuje pro N
koeficientt N/2—1 nezavislych podminek, vychézi z potieby zajistit, aby rozvoj néjaké ¢asti signalu
do konec¢ného poctu waveletl reprezentoval vlastni signél co nejpfesnéji. Jinymi slovy chceme, aby
byl rozvoj presny. Tim dostaneme hierarchii podminek nazvanych podminky presnosti (accuracy
conditions). Za tieti existuje kategorie podminek pozadovanych k zajisténi ortogonality skalovaci
funkce a wavelet z ni odvozenych. Pokud jsou skalovaci funkce a wavelety ortogonalni, jsou splnény
rovnice ortogonality uvedené v paté casti této kapitoly. Bez téchto podminek ortogonality nebude
diskrétni waveletova transformace fungovat, takze pro soucasné ucely jsou podminky ortogonality
nezbytné. Pozdéji vSak uvidime, zZe ve specidlnich piipadech jsou pouzivany rozvoje do ¢lenti ne-
ortogonalnich wavelett, ale bez vyhod diskrétni waveletové transformace popisované v této knize.

Pro N waveletovych koeficientt existuje N/2 podminek ortogonality.
Nyni si vSechny tyto podminky podrobné probereme.
2.4.1 Zachovani plochy

Jak jsme jiz fekli, wavelet smi mit vice nebo méné nez ¢étyti koeficienty. Tzv. kompaktné podporo-
vané (compactly supported) wavelety maji spocetné mnoho koeficient. Proto mizeme vztah (2.1)

prepsat do obecného tvaru
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= op(2z — k), (2.11)
k

kde k je libovolné celé ¢islo (kladné, nula nebo zaporné). Z diivodu, ktery se stane ziejmy, budeme
uvazovat pouze piipady se sudym poc¢tem (N) nenulovych koeficienti. Ve vztahu (2.1) N = 4,
takZe vsechny koeficienty ¢ byly nulové az na cg, c1, ¢2 a c3. Vzhledem k obecné skalovaci funkci

(2.11) muze byt wavelet popsan jako

=3 (-1 erp(20 +k — N —1). (2.12)
k
Dosazenim N =4 a k =0 az 3 se vztah (2.12) zredukuje na drivéjsi vztah (2.5).

Zintegrujme nyni obé strany rovnice (2.11) pfes x, abychom dostali

/OO (z)dz = ¢ /OO 6(22 — k) da. (2.13)
—o0 & —00

Zménou integra¢ni proménné na pravé strané rovnice (y = 2z — k) dostaneme

/_ x)dr = ch2/ o(yt) dy, (2.14)

odkud plyne, ze

> =2, (2.15)
k

takze soucet vsech waveletovych koeficient se musi vzdy rovnat dvéma.

Aplikujeme-li vztah (2.15) na itera¢ni schéma (2.2), vidime, ze [ ¢:(x) dx zlstava stejné jako
J o0 P jné j

J20, #j—1(x) dx, takze plocha se pii iteraci neméni. Ponévadz na za¢atku iterace se pouZzivé jednot-
kovy obdélnikovy puls, jehoz plocha je rovna jedné, plocha pod skalovaci funkci musi zlstat také

rovna jedné. Proto

/OO d(x)dx =1 (2.16)

—00

je dusledek vztahu (2.15) a konstrukce ¢(z) iteraci z jednotkového obdélnikového pulsu.

2.4.2 Presnost

Kromé vztahu (2.15) musi waveletové koeficienty spliiovat dvé dalsi podminky, které Strang ve svém
skvélém tvodnim ¢lanku [STRAS89] nazval podminkou A (pfesnost) a podminkou O (ortogonalita).

Uvazujme nejprve podminku A.
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Na obr. 2.1 je znazornén rozklad obdélnikové viny do waveletovych slozek, ktery vyuziva wavelet se
¢tyfmi koeficienty (viz vztah (2.3)). Obdélnikova vina byla vzorkovana ve 128 bodech, abychom do-
stali f (), r =1 az 128, a po zpracovani diskrétni waveletovou transformaci (DWT) a nasledné jeji
inverzi (IDWT) dostaneme piesné tyto hodnoty f(r). Ale ackoliv je f(r) vérné obnoveno ve svych
vzorkovacich bodech, mezi témito body jiz tak dobra shoda ptvodniho signdlu a jeho reprezentace
souCtem waveleti nastat nemusi. To je zndzornéno na obr. 2.8. Dvé periody sinusové viny jsou
navzorkovany v 64 bodech (32 bodi na periodu). Pouzijeme-li dvouc¢lenny wavelet (ve kterém jsou
pouze dva nenulové waveletové koeficienty; ¢y = ¢; = 1), DWT vygeneruje 64-¢lennou posloupnost,
ze které mize byt ptivodni signal zrekonstruovan. Jednotlivé arovné rekonstrukce jsou zobrazeny na
obr. 2.8, véetné nejptesnéjsi rekonstrukce (vpravo dole). Z obr. 2.8 je ziejmé, Ze mezi vzorkovacimi

body dava dvouclenny wavelet nepresnou reprezentaci, které odpovida konstantni signal.

Strang [STRA73, STRAS89] studoval podminky, které musi spliiovat waveletové koeficienty, aby se
dosédhlo co nejvérnéjsi reprezentace analyzovaného signalu. Ukazal, Ze to zavisi na tvaru Fourie-

rovy transformace Skalovaci funkce. Strang ukazal, ze, ma-li waveletovy rozvoj presné reprezento-

vat funkci f(z), kterd je popséna rozvojem v polynomy (1,z, 2%, 23,... 2"), musi byt Fourierova

transformace jeho Skalovaci funkce v jistém smyslu periodicky nulova. Tato podminka miZe byt
zajisténa, pokud jsou waveletové koeficienty (které jsou také koeficienty skdlovaci funkce) vhodné

zvoleny.

Fourierova transformace skalovaci funkce je

P(¢) = L / - o(x)e™ % du. (2.17)

21 J_oo

Vzhledem ke vztahu (2.11) dostavame

1 .
=5 Z ck/ (22 — k)e ™% da (2.18)

a po zméné integra¢ni proménné na y = 2x — k obdrzime

che ite/2e L / B(y)e &2 dy = che U2k p(e/2). (2.19)

P1i pouziti

_ % S cpei(€/Dk (2.20)
k

nasledné obdrzime

P(&) = p(&/2)P(£/2). (2.21)

Substituci £/2 za & v tomto vyrazu dostaneme
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Obr. 2.8: Rekonstrukce sinusové vlny z jejich waveletovych slozek (D2) pfi vzorkovani 32 bodu na
periodu.

P(£/2) = p(§/4)P(£/4), (2.22)

z ¢ehoz vidime, ze

P(&) = p(§/2)p(§/4)P(£/4) (2.23)

atd., dokud se €initel na pravé strané rovnice vpravo nepfiblizi k P(0), které je dle vztahu (2.1)

rovino

P(0) = = /OO b(x) do = —, (2.24)

:ﬁ o 2

protoze plocha pod skalovaci funkei je jednotkova (viz vztah (2.16)). Fourierova transformace P(§)

skalovaci funkce ¢(x) lze tedy vyjadrit jako nekoneény sou¢in
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P(§) = % ﬁp(§/2j)7 (2.25)

kde

P(E/P) = 5 3 e €k, (2.26)
k

Strangova podminka pfesnosti (Strang [STRA89] a Strang a Fix [STRAT73]) spo¢iva v tom, ze
Fourierova transformace P(§) musi mit nuly nejvyssiho mozného fadu, je-li & = 2w, 4w, 67 atd.
(viz Problém 4).

P(2r) = - p(m)p(r/2)p(r/Op(n/9) .. (2.27)

Prvni z téchto ¢initelt (p(7)) bude nulovy fadu n, pokud

dm
dgf)zo, kdyz € =mprom =0, 1,2, ..., n—1, (2.28)
coz nastane v pripadé, je-li
> ep(—ik)"e ™ =0prom =0, 1,2, ..., n— 1. (2.29)
k

Ponévadz e~ ™F = (—l)k, p(m) bude nulové fadu n, pokud
S (1) kM =0prom =0, 1, 2, ..., n— 1. (2.30)
e

Jestlize je tato podminka splnéna, je jeden z ¢initelt P(27) nulovy fadu n a tedy i P(27) musi byt

nulové stejného fadu (nebo vyssi, je-1i jiny ¢initel také nulovy).

Nyni uvazujme P(§ = 4m). Ze vztahu (2.25) plyne

P(ar) = o p(2m)p(m)p(m/2p(r/4) .. (2.31)

Ponévadz p() je ¢initel, P(4) je nulové alespon fadu n. Pro P(67) mame
1
P(6m) = %p(37r)p(37r/2)p(37r/4) e (2.32)
a z duvodu periodicity p(3w) = p(2m + 7) = p(w), takze p(m) je opét Cinitel. Stejné vysledky

dostaneme pro P(87), P(107), atd. Zavér je ten, ze vztah (2.30) je postacujici podminkou pro

to, aby Fourierova transformace P(£) byla nulovd fddu n pro £ = 27 a vSechny dal$i nasobky
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2. Tedy vztah (2.30) je pfedpis pro volbu waveletovych koeficientti, ktera zajisti nejlepsi moznou

dosazitelnou presnost.

RozepiSeme-li predpis (2.30) detailné, dostaneme nasledujici rovnice, které musi spliiovat waveletové

koeficienty :

m=20: co—c1+cpg—c3+ca— -+ = 0 (2.33)
m=1: —c1+2c9—3cg+4cy4— - = 0 (2.34)
m=2: —c1 +4c3 —9c3+16cs— --- = 0 (2.35)
m=3: —c1 +8cyg—27c3+64cs — --- = 0 (2.36)

atd. pro vétsi hodnoty m. Pocet rovnic, které mohou byt splnény, zavisi na tom, kolik koeficientt
existuje a na dalsich podminkach, které musi byt splnény: podminka zachovani plochy (2.15) a

podminky ortogonality, ke kterym se dostaneme zakratko.

2.4.3 Podminky ortogonality pro matici M,

Uz jsme vidéli, Ze itera¢ni vyvoj skalovaci funkce ¢(z) z jednotkového obdélnikového pulsu zéavisi
na vlastnostech matice My, jejiz sloupce obsahuji submatice waveletovych koeficientt [co ¢ 2 03]T

a kazda submatice je posunuta o dvé mista niz oproti submatici vlevo. Uvazujme obraceny chod

tohoto itera¢niho procesu. Predpokladejme, Ze existuji pouze dva kroky, takze mame vztah (2.4)

¢2 = MMy [1]. (2.37)

Vynasobime-li obé strany rovnice ¢lenem aMsy? a oM;?, kde My” a M;? jsou transponované

matice Mo a My a « je dosud neurceny skalarni ¢initel, dostaneme

aMlTaM2T¢2 = OéMlTOéMzTMng [1] y (238)

a pokud jsou matice M ortogonalni, musi platit

oMy My =1 aM;TM; =T; (2.39)
potom dostaneme
®M "M ¢y = [1] (2.40)
a iterace miize byt obracena.

Jaké jsou podminky po aplikaci vztahu (2.39)? V pfipadé M mame
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aMlTMl =« [Co Cl1 C2C3 .. } [c() ci1 Cx2C3 .. .]T = 1, (2.41)

coz vede na podminku

S = 1/ (2.42)
k

Pro M2 (uvazujeme-li wavelet se ¢tyfmi koeficienty) dostaneme

o
C1
Cy Cp
Ch C1 C2 cC3 c3 C1
Chp C1 Cy C3 Cy Cp
oMMy = o (2.43)
o €1 C2 C3 3
Cp €1 C2 C3 c2 Co
Cc3 (1
C2
L ¢ |
Roznasobenim pravé strany dostaneme
&+ + 3+ coco + c3C1 0 0
coc2 + cic3 A+c2+c2+ck cacp + c3c1 0 (2.44)
, .
0 coco + cic3 cg + cf + c% + c% coco + c3c1
0 0 coco + cic3 cg + c% + c% + c%
coz vede na zvlastni podminku
coco + cicg = 0. (2.45)

V obecném piipadé musi kazdy fadek M, ! pienasobit kazdy sloupec M, a vytvoiit nulovy vysledek

kromé clenti na diagonélach. Jinymi slovy

i [Q(i—i-m)

nul

€o

c1
[[2¢ nul] [co c1 c2 ...] [2j nul]] . = 0 kromé m = 0, (2.46)
2
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z ¢ehoz vyplyva podminka

Z CkCkr2m = 0 pro V k kromé m = 0. (2.47)
k

Predpokladejme, Ze existuje Sest koeficientl (¢o az c5); podminky ortogonality potom jsou

CoCo + c1e3 + cacy + c3c5 =0 prom =1 (2.48)

cocs +c1c5 =0 prom =2 (2.49)
Pro m = 3, neexistuji nenulové souéiny, nebot z definice jsou ¢y az c; jediné nenulové koeficienty.

2.4.4 Dusledky téchto podminek

Je-li splnén vztah (2.47), pak je skalovaci funkce ¢(z) ortogondlni se svoji posunutou verzi ¢p(x —m),

pro m libovolné celé, nenulové, takze

/_O:o ¢(x)p(x —m) dz =0 pro m # 0. (2.50)

Dtikaz je nasledujici: Uvazujme itera¢ni vytvoreni ¢(z) z jednotkového obdélnikového pulsu. Jednot-
kovy obdélnikovy puls je ortogonélni vzhledem ke svému posunuti, nebot kazdy puls zaujimé pouze
jednotkovy interval, a proto se posunuty obdélnikovy puls nikdy nepfekryva s puvodnim pulsem
(méjme na paméti, ze posun znamend posun o jeden nebo vice jednotkovych intervali). Nazvéme
obdélnikovou funkci ¢o(x). Po prvni iteraci dostaneme ¢;(z), pro které vzhledem ke vztahu (2.2)

muZeme psat,

¢1(x) =Y crgo(2z — k). (2.51)
k

Potom
/0O o1(x)p1(x —m) de = /OO E ckdo(2x — k) E cido(2x —2m — j) dx
—00 —oo p 7

=Y e /OO b0(22 — K)o (22 — 2m — j) da. (2.52)
kg -0

Protoze ¢o(z) je ortogonalni vzhledem k jednotkovému posunu, je integral nulovy s vyjimkou k =

2m + j, z ¢ehoz pro j plyne j = k — 2m, a tak vyraz

/OO o1(x)p1(x —m) doe = Z CkCk—2m /OO 3 (2z) da (2.53)
— 00 % —00
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je s ohledem na vztah (2.47) nulovy pro vSechna nenulova m. Tedy funkce, ktera je vysledkem jedné
iterace ortogondlni funkce, je sama ortogonalni. Tento postup muze byt zopakovan pro druhou a
dalsi iterace a vede k zavéru, ze skalovaci funkce ¢(x) musi byt sama ortogonélni, tedy musi spliiovat
vztah (2.50).

Disledek vztahu (2.50) je, Ze skalovaci koeficient o ze vztahu (2.42) musi byt 1/v/2. Coz je vidét,

dosadime-li za ¢(x) ze vztahu (2.11). Tim dostaneme

/OO % (z) dx = Zchcj /OO o2z — k)p(2x — j) dx, (2.54)
—o0 k —o0

ktery je nulovy s ohledem na vztah (2.50), az na ptipad j = k, takze

o0 [ee] 1 [ee]
RGOS >t | 6*ea—k)de = I | & d (2.55)

z ¢ehoz plyne, zZe

d =2 (2.56)
k

Nyni ukdZeme, ze (pro jakékoli koeficienty) waveletova funkce W (x) je automaticky ortogonalni ke

své Skéalovaci funkci ¢(x) a posuvim skélovaci funkce ¢(z — m), tj. plati
/ W(z)¢p(xz —m) de = 0 pro Ym. (2.57)

Dosadime-li za W (x) ze vztahu (2.12) a za ¢(x — m) ze vztahu (2.11), dostaneme

/O:o W()o(e —m) de = S (-1 e /O:O G20+ — N+ D)2z —2m — ) de (2.58)

k J

a pouzitim vztahu (2.50) zjistime, Ze tento integral je nulovy, az na piipad 2m +j = N — 1 — k; tj.
j=N—-1—k—-2ma

oo oo
/ W (@)p(x — m) dz = 3 (~ 1) chen—1k—am / 62 (22) dz (2.59)
—00 —00
Predpokladejme, ze N = 4, a tedy podle vztahu (2.5) existuji ¢tyii koeficienty co, c1, c2 a c3. Potom

Z(_l)kckCBfkum = C0C3—2m — C1C2—2m + C2C1—_2m — C3C_2pm,. (2.60)

k

Pro m = 0, dostaneme
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Z(—l)kck03,k = CpC3 — C1C2 + C2C1 — C3Cp; (2.61)
k

jelim =1,
Z(—l)kckcl,k = CpC1 — C1Cy = 0; (2.62)
k

pro m > 1, jsou koeficienty c3_p_o,, vSechny nulové, takze Ek(—l)kckc;;_k_gm je identicky nulova

pro vSechna m. Tataz symetrie plati pro libovolnou hodnotu N , protoze soucin

(=DM epen—1—k1-2m = —(— 1) cryen—1-ky—2m, (2.63)
kdyz ko = N — 1 — k; — 2m, s podminkou, ze N je sudé ¢islo (tj. existuje sudy pocet koeficient).
Tedy, bude-li k1 sudé, bude ko liché, a naopak.

Zavér je takovy, ze vztah (2.57) je pro jakékoli waveletové koeficienty vzdy splnén, pokud existuje
sudy pocet koeficientli; potom N je sudé a odpovidajici pary ¢leni se vyrusi. Dale mizeme zjistit, ze
pro vSechna m je ¢(z —m) ortogonélni k W (2x), coz plyne ze vztahu (2.57). Pfi¢ina je nasledujici:
podle vztahu (2.11) lze ¢(z — m) psat jako sumu ¢lent ¢(2x — 2m — k) a kazdy z téchto ¢lent (viz
vztah (2.57)) je ortogonalni k W (2x), takze jejich suma je také ortogonélni k W (2z). Tudiz

oo
/ W (2z)p(x —m) dx = 0 pro Vm. (2.64)

—o0
Stejnym postupem muzeme ukazat, ze W (2x — m) je pro vSechna m ortogonalni k W (x). P¥i¢inou
je, ze podle vztahu (2.12) lze W (z) psat jako sumu skalovacich funkci ¢p(2x + k — N + 1) a kazda

z téchto funkci je podle vztahu (2.57) ortogonélni k W (2z —m), takze W (x) musi byt ortogonalni
k W(2z —m), tj.

oo
/ W(z)W (2x —m) dx = 0 pro ¥V m # 0. (2.65)
—0o0
Koneéné uvazujme podminky pro ortogonalitu W (x) ke svym posuviam W (x — m), tj.

/jo W(x)W(x —m) dx =0 proV m # 0. (2.66)

Ze vztahu (2.12) dostavéame

/_ o; W ()W (x —m) do — (2.67)
SO (DR (1) ere; /OO ¢2x+k—N+1)p2x+7— N+1—2m) d.
kg -
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Integral na pravé strané je podle vztahu (2.50) nulovy, az na pfipad k = j — 2m, takze

/ T W)W (e —m) de = 3 (-1 / © 2(22) da (2.68)
— oo P —00

bude vzdy nulové, nebot (viz podminka (2.47))

Z CkCkr2m = 0 pro V. m # 0. (2.69)
Podminka (2.47) tedy zajistuje, Ze wavelety s témito koeficienty jsou ortogonalni:
1. ke svym vlastnim posuviim (s nebo bez dilatace),

2. ke své odpovidajici skalovaci funkci a jejim posuvim.

2.4.5 Shrnuti ortogonalnich vlastnosti

Pokud existuje sudy pocet waveletovych koeficientl a tyto koeficienty spliiuji podminky dané vzta-

hem

(2.47) > CkChiom =0 m#0,
k
potom plati, ze
(2.50) /_O:O S(x)d(x —m)dr =0  m£0,
(2.57) /_ O:O W (2)é(x —m) da = 0,
(2.64) /_O:O W (2z)p(x —m) dx = 0,
(2.65) /fo W)Wz —m)dz =0 m =0,
(2.66) /OO W ()W (z—m)de =0  m 0.

Rovnice (2.50) a (2.66) zavisi na vztahu (2.47); rovnice (2.57), (2.64) a (2.65) jsou identicky nulové,
je-li pocet waveletovych koeficienttt N sudy. Vyraz W (2z) ve vztahu (2.64) resp. vyraz W (2z —m)
ve vztahu (2.65) mtze byt nahrazen vyrazem W (2"x) resp. vyrazem W (2"z — m), n > 0, tim

dostaneme

/jo W(2"z)p(x —m)dx =0 n >0, (2.70)
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resp.

/ W(z)W 2"z —m)dr =0 n >0, jelin =0, pak m # 0. (2.71)

Ovéfeni téchto vztaht je obdobné jako ovéreni vztahi (2.64) a (2.65), az na to, ze ¢(z—m) ve vztahu
(2.70) resp. W(z) ve vztahu (2.71) musi byt pfed aplikaci vztahu (2.57) rozvinuty n-nasobnym
pouzitim vztahu (2.11) a (2.12).

Vysledek je pozoruhodny tim, Ze jedna jednoduchd podminka (2.47) pro waveletové koeficienty
zajistuje ortogonalitu waveletového systému bez potifeby explicitniho vyrazu pro wavelet nebo jeho

skalovaci funkci.

Na zaveér této kapitoly si detailnéji povsimneme hodnoty vztaht (2.50) a (2.66) v piipadé m = 0. Jiz
drive jsme vidéli, zZe se béhem iteraci, pfi ), ¢ = 2, zachovava plocha, a tedy plocha pod skalovaci
funkci, kterd se odvozuje od jednotkového obdélnikového pulsu, je rovna jedné, jak je specifikovano
ve vztahu (2.16). Z diivodu dodateéné podminky (2.56), ktera zni 3", c7 = 2, obdrzime podobny

vysledek i pro kvadrat skdlovaci funkce. Ze vztahu (2.53) pro m = 0 vidime, ze

| #@da= [ o) dn,

coz je pro jednotkovy obdélnikovy puls, jako startujici funkci, rovno jedné. Aplikace stejného po-

stupu pro kazdou dalsi iteraci vede k obecnému zavéru, ze

/_o:o *(z) dx = 1. (2.72)
Také pro vztah (2.68) pii m = 0 dostaneme
/_o:o W2(z) de = /_O:o 6 (x) dz,
z ¢ehoz okamzité plyne, ze
/_O:o W2(z) do = 1. (2.73)
Zvlastnim rysem Skélovaci funkce a ji odpovidajici waveletové funkce (za predpokladu, Ze jsou

ortogonalni) je tudiz skutecnost, Ze ztistavaji normalizované, to znamena, ze vztahy (2.72) a (2.73)

jsou vzdy splnény.

Plocha pod waveletovou funkci je vzdy nulova vlivem podminky pfesnosti pro waveletové koeficienty
(2.30), kterd pro m = 0 zni

> (=1)Fe, =0. (2.74)

k
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Integraci obou stran vztahu (2.12) ziskame

[ W@ ar = 0kag [ o) dy, (275)
— 50 & —o0

coz je nula diky vztahu (2.74). A tak musi vzdy platit, ze
/ W(z) dz = 0. (2.76)

2.4.6 Souhrn waveletovych podminek

Sudy pocet N waveletovych koeficientt ci, & = 0 az N — 1, které definuji skalovaci funkci ¢(x)

vztahem

(2.11) b(x) = 3 (20 — )
k

a odpovidajici wavelet vztahem

(2.12) W(z)=> (-D)fcp(2z + k- N - 1),
k

musi spliiovat nasledujici podminky :

(i) (2.15) > =2,

k

z ¢ehoz plyne, ze skalovaci funkce je jednozna¢na a béhem iteraci zachovava jednotkovou plochu;

(i) (2.30) S (=1)FEmer =0

k
pro celé ¢islom =0, 1, 2, ..., N/2—1 (tak velké, jak jen umozni pocet koeficienti) pro dosazeni
presnosti;
(iii) (2.47) > ChChiom =0 m#0
k
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prom =1, 2, ..., N/2—1, aby se vytvorfil ortogonalni waveletovy systém, s dodateénou podminkou

(2.56) d =

k

ktera je dusledkem ortogonality skalovaci funkce (2.50) a dava béhem integrace konstantni stfedni

kvadratickou hodnotu.

Pocet rovnic, které musi byt splnény pro N koeficientt, je nasledujici:

z podminky (i) 1

z podminky (i)  N/2
z podminky (iii) N/2
Celkoveé N+1

takZe existuje o jednu rovnici vic, nez je pocet koeficienta.

Pric¢ina skutec¢nosti, ze existuje N + 1 rovnic pro N koeficientl, spo¢iva v tom, ze prvni podminka

presnosti (m = 0 v (2.30)) je redundantni. Tuto podminku lze odvodit z podminky zachovani

plochy (2.15) a podminky ortogonality (2.47 a 2.56). Ukazme si to: Vlozenim m = 0 do vztahu

(2.30) dostaneme vztah (2.33), ktery muze byt zapsan jako

Z cp, — Z cp = 0.
k sudé k liché
Zkombinujeme-li toto se vztahem (2.15), obdrzime
Z c, = Z cr =1,
k sudé k liché

takze

2 2
k sudé k liché

Po vynasobeni

N/2-1N-1

ch+2 Z ZCka+2m—2

m=1 k=0

coz vzhledem ke vztahu (2.56) znamena, ze

Z chck+2m =0, m#0.
m
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Stejny vysledek se ziskd vypsanim vSech ortogonalnich podminek (2.47) a jejich néslednym souétem.
Proto vysledek vloZeni m = 0 do vztahu (2.30) nevytvaii novou rovnici, ale pouze reprodukuje
podminku odvozenou z kombinace vztahi (2.15), (2.47) a (2.56).

Haariv wavelet (nazvany podle A. Haara [HAARI10]) mé pouze dva waveletové koeficienty, N = 2,

z ¢ehoz dostavame nésledujici soustavu rovnic

co+cp = 2, Z (1)
cho—C1 = 0, Z (ii) (2.82)
d+cd = 2, z(ii)
jejimz resenim je
Cop = C1 — 1. (2.83)

Pro ¢tyfi waveletové koeficienty, N = 4, dostaneme soustavu

cot+ci+eat+es=2 z(i) (2.84)

_ e =0

-atae=a=0 ) (2.85)

c1+2co—3c3=0
coca + ciec3 =0

, oz (iil (2.86
A+ +3+ct=2 ) )

jejimz fesenim je

(2.87)

co=(1+V3)/4 o =(3+V3)/4
3-V3) /4 e=—(V3-1)/4

Wavelety s témito ¢tyfmi koeficienty se ¢asto nazyvaji wavelety D4 po Ingrid Daubechies [DAUBSS,
DAUBS89, DAUB90], ktera prvné popsala jejich vlastnosti.

Pro sest waveletovych koeficientid, N = 6, dostaneme soustavu

cot+citeatestest+ces=2 z(i) (2.88)

co—cl+ca—c3+cg—c5=0
—c1 4+ 2c5g —3c3+4cy —bes =0, z (ii) (289)
—c1 4+ 4cg — 9c3 + 16¢y — 25¢5 =0
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coco + c1c3 + cocqy +c3c5 =0
cpc4 +cic5 =0, z (iii) (2.90)
A+A+d+d+cd+cE=2

Jeji Teseni je

co = 1+\/E+\/m>/16
c1 = 5+\/ﬁ+3m)/16
cp = 5*\/ﬁ+m /8
c3 = 5—\/1>—\/m /8
c4 = 5+\/ﬁ+3m>/16
5= 1+ﬁ—\/m>/16

Tyto hodnoty definuji wavelet D6.

(2.91)

Pro vice nez Sest waveletovych koeficientti 1ze feSeni vypocitat pouze numericky. Vysledky téchto
vypocti jsou uvedeny v literatufe. V Dodatku je uvedena funkce MATLABu dcoeff(N), ktera vraci
matici [ ¢(1) ¢(2) ... C(N) ] waveletovych koeficients pro N = 2, 4, 6, ..., 20 a pouziva pii
tom vysledkd uvedenych prof. Daubechies [DAUBSS|.
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2.5 Periodické waveletové transformace

Cil waveletové transformace je rozlozit libovolny signal f(x) do nekoneéné sumy wavelett riznych

meéritek podle rozvoje

f(z) = i i ci kW (2z — k). (2.92)

j=—00 k=—00
Interpretace tohoto rozvoje muze byt patrné z obr. 2.9.

Zde je pro jednoduchost ukazan Haartv wavelet s N = 2 koeficienty a vSechny waveletové amplitudy
cjk jsou uvazovany jako jednotkové. Diagram ukazuje urovné —3, —2, —1, 0, 1, 2 odpovidajici
j = -3, =2, =1, 0, 1, 2. V tirovni 0 existuje 2° = 1 Haartiv wavelet v kazdém jednotkovém
intervalu; v irovni 1 existuji dva wavelety na jednotkovy interval; v irovni 2 existuji ¢tyti wavelety
na jednotkovy interval atd. V trovni —1 existuje jeden wavelet kazdé dva intervaly; v tirovni —2
existuje jeden wavelet kazdé ¢tyti intervaly atd. Z obr. 2.9 je patrné, ze pro j < —1 je prispévek
kazdé waveletové trovné na jednotkovém intervalu konstantni. Z toho plyne, Ze suma prispévki

ze vSech téchto trovni je také konstantni. V Problému 1 jsme vidéli, ze skalovaci funkce ¢(zx) pro

. ReAAREAAReAnAananenn;
Ottt
notuttooooa

Obr. 2.9: Haarovy wavelety s jednotkovou amplitudou vykreslené pro tirovné -3, -2, -1, 0, 1, 2; pro

tyto tirovné existuje %, i, %, 1, 2, 4 wavelety na jednotkovy interval.
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N = 2 koeficientt, coz je pripad Haarova waveletu, je sama konstantni, takze

opr)y=1 0<z<1. (2.93)
Proto v tomto pripadé
-1 00 ) 00
Z Z cipW(2x — k) = Z coP(x — k), (2.94)
j=—00 k=—00 k=—00
kde cy 1, k = —ooazzoo, je nova mnozina koeficientti. Podle definice wavelett (2.11 a 2.12) a pro j

zaporné, muze byt W(2/z — k) vzdy vyjadieno jako suma élentt ¢(z — k) (viz Problém 5). Proto

vysledek (2.94) je obecnym vysledkem a tedy rozvoj (2.92) mize byt zapsan v alternativni podobé

oo

f(z) = Z cord(x — k) + i i CchW(zjl‘ — k). (2.95)

k=—00 ]:0 k=—o0

Vzhledem k velice obecnym podminkam kladenym na f(x) a W (z) l1ze ukazat, Ze waveletové fady
(2.92) a (2.95) konverguji (viz napi. Chui [CHUI92a]), takze vytvari uzitenou bézi pro analjzu
signali.

Abychom sestavili algoritmus diskrétni waveletové transformace, je vhodné omezit rozsah nezéavisle
proménné z na jednotkovy interval, takze se predpoklada, ze f(x) je definovdno pouze pro 0 <
x < 1. Vzpomenme si, ze x je bezrozmérna proménnd; je-li napt. nezavisle proménné cas ¢t a my se

zajimame o signal po dobu T, potom x = t/T" a x zaujima interval 0 < x < 1.

Komplikace vyvstanou na okrajich tohoto intervalu, nebot nékteré wavelety W (2/z — k) je piecni-
vaji. Pro definice (2.11) a (2.12) pfec¢nivaji pfes okraj v z = 1; pro alternativni definice analyzujicich
waveletd mohou nékteré wavelety precnivat pres oba okraje. Abychom odstranili takto vzniklé pro-

blémy, je vhodné predpokladat, ze f(x), 0 < x < 1, je jedna perioda periodického signalu

Fz)=Y_ flz—k), (2.96)
k

kde f(x) je nulové mimo interval 0 < z < 1. Tento pfedpoklad je stejny jako u diskrétni Fourierovy
transformace. Stejné jako u DFT se mohou vyskytovat nespojitosti vz = 0 a x = 1, které u

dostate¢né dlouhé realizace signalu prakticky nepiinasi vaznéjsi potize.

Predpokladejme, ze pouzivime wavelet D4; potom W (z) zaujima tii jednotkové intervaly, 0 < z <
3, (viz obr. 2.6). Na intervalu 0 < z < 1 bude f(x) pfijimat pfispévky z prvni tfetiny W (z),
prostiedni tfetiny W(x + 1) a posledni tfetiny W (z + 2). To je stejné, jako kdyz W (x) obtocime
okolo jednotkového intervalu. (Alternativni oznaceni pro obtocenou, zatocenou funkei je kruhovd
nebo cyklickd funkce.) Proto, kdyz néjaky wavelet, ktery za¢ind na intervalu 0 < x < 1, z tohoto

intervalu vybéhne v = 1, lze pfedpokladat, Zze je obtoceny okolo intervalu (nékdy i nékolikrat
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obtoceny, pokud existuje mnoho koeficient, takze wavelet je rozprostien pies mnoho intervali).
S timto pfedpokladem muze byt waveletovy rozvoj f(x) (dle vztahu 2.95) na intervalu 0 < z < 1

zapsan jako

W (2z)
z) = aop(z) +aW(x)+ 2.97
f@) = aod(@)+aW(@)+| as ag][wm_l)] (2.97)
W (4z)
W4z —1) ;
+[ as as ag ar } W4z — 2) +. ot ag (W (2 —k)+ ...
W4z —3)

Koeficienty ay, ag, as, ag4,... udévaji amplitudy kazdého pfispivajiciho waveletu (po obtoceni)

k jedné periodé periodické funkce (2.96) na intervalu 0 < z < 1. Pozdéji uvidime, ze skalovaci
funkce ¢(z) je diky ,obtoceni“ vzdy konstantni. Druhy ¢len a; W (z) je wavelet Skdly nula; tieti a
étvrty clen asW (2z) a agW (2z —1) jsou wavelety skaly jedna, druhy je posunut o Az = 3 vzhledem
k prvnimu; daldi étyfi leny jsou wavelety skaly dvé atd. Cim vyssi skala, tim jemnéjsi detaily a tim
vice koeficientii existuje, takze ve skdle j existuje 2/ wavelet@i posunutym navzajem o Ax = 277

podél z-ové osy.

Vzhledem k podminkdam ortogonality (2.50) az (2.71) mutze byt obecny koeficient ay; ) nalezen

nasobenim vztahu (2.98) ¢lenem W (2/z — k) a integraci, tj.

/f W2z —k )da:—a2]+k/W (2/x — k) du, (2.98)
a tedy
ff( W (Qjﬂf— _
Agjy = LW (2 — /f W2z — k) dx (2.99)

vzhledem ke vztahu (2.73).
Obdobné ziskdme

ap = /f(a:)gb(ac) dx, (2.100)

pouzijeme-li vztah (2.72).

Meze integrace v podminkach ortogonality (2.50) az (2.71) jsou dény jako —oo a 400, ale integrand
je v kazdém pripadé nenulovy pouze pro kone¢nou délku pozadovaného nejkratsiho waveletu nebo
skalovaci funkce. Pokud wavelety a skalovaci funkce nejsou obtoceny, musi byt meze integrace
ve vztazich (2.99) a (2.100) rozsifeny na nékolik intervalt. Ale protoze predpokladame, ze f(z)

je jednou periodou periodické funkce, kterd se opakuje v prilehlych intervalech, jsou prispévky
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k integralim mimo interval 0 < z < 1 automaticky zahrnuty v integraci od x = 0 do x = 1

obtocengch funkei. Proto vzorce (2.99) a(2.100) mohou byt zapsény jako

agj g =2 /01 f)W(2'x — k) dx (2.101)

ap :/0 f(z)p(x) dx, (2.102)

pokud se bere v tivahu, ze $kalovaci funkce ¢(z) a waveletové funkce W (2/z — k) ve vztazich
(2.98), (2.101) a (2.102) jsou obtoceny okolo intervalu 0 < x < 1 tolikrat, aby celd jejich délka byla
zahrnuta v tomto jednotkovém intervalu. Podminky ortogonality (2.70) a (2.71) plati i pro obtoc¢ené
funkce, kdyz jsou meze integrace zménény na x = 0 az 1. Dtvod spoc¢iva v tom, Ze jsou sestrojeny
itera¢né z funkci jednotkového pulzu, které jsou ortogonalni ke svym vlastnim posunutim. Ackoli
se itera¢ni kroky pro obtoceny pripad lisi od itera¢nim krokti bez obtoceni, jsou ziskany stejné
zékladni vysledky, az na to, Ze integrace musi pokryvat pouze interval 0 < z < 1. Stéle je ovSem

nezbytné, aby waveletové koeficienty spliiovaly podminky ortogonality dané vztahem (2.47).
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2.6 Diskrétni waveletové transformace

Diskrétni waveletova transformace (DWT) je algoritmus pro vypocet vztahu (2.101) a vztahu
(2.102), je-li f(z) ekvidistantné vzorkovano na intervalu 0 < x < 1, coz ztélesnuje predpoklad,
ze f(z) je jednou periodou periodického signélu a ze skalovaci a waveletové funkce se obtéaceji okolo
tohoto intervalu, jak je popsano vyse. Po prvotnim vytvoreni ¢(x) a W(2/z — k) mohou byt inte-
graly ve vztazich (2.101) a (2.102) samoziejmé vypocteny s libovolné pozadovanou presnosti. Avsak
pozoruhodnou vlastnosti algoritmu DWT je pravé to, Ze prvotni vytvoteni ¢(z) a W (2/2 — k) neni
nezbytné. Misto toho mohou byt konvoluce (2.101) a (2.102) vypocteny i bez explicitniho nalezeni
#(z) a W(2'z — k). Algoritmus DWT objevil Mallat [MALLS9] a nazyva se algoritmus Mallatovy
pyramidy (Mallat’s pyramid algorithm) nebo nékdy algoritmus Mallatova stromu (Mallat’s tree
algorithm).

Algoritmus si pfiblizime na jeho inverzi. Pfedpokladejme, ze DWT jiz byla vypodtena a vygenero-

vala posloupnost

a:[ag ai az as a4 as ag Gy ... Qgjp }, (2.103)

coz jsou koeficienty waveletového rozvoje (2.98). Pfedpokladdejme napi., Ze uvazujeme rozvoj s pri-
mérni $kalovaci funkei ¢(x) a wavelety se $kalami 0, 1 a 2. Potom bude mit a (1+1+2+4) = 23
¢lent. Abychom zahrnuli vSechny wavelety v libovolné skale, musi byt celkovy pocet ¢lent v trans-

formaci vzdy mocninou dvou. Uvazujme piipad, kdy existuje pouze osm ¢lend, tj.

a=|qaq a3 ay a3 a4 as ag a7}. (2.104)

Prvni prvek, ag, je amplituda skélovaci funkce ¢(z). Ponévadz ¢(x) mtze byt vytvofeno iteracné
z funkce jednotkového obdélnikového pulzu na intervalu 0 < z < 1 (viz obr. 2.4), ag¢(z) muze
byt vytvoreno iteracné z funkce obdélnikového pulzu o vysce ag. Pfedpokladejme, Ze jsme vybrali

wavelet se ¢tyFmi koeficienty. Potom dle vztahu (2.4) je prvnim krokem v iteraci

€o

C1

$1

| faol (2.105)

C3

Pocatecni funkce obdélnikového pulzu zaujima interval 0 < x < 1, ale z obr. 2.4 je patrné, Ze prvni
iterace se rozsifi na interval 0 < z < 2. Jestlize ¢ast, ktera lezi mimo interval, je zatoCena tak, aby

padla zpatky do jednotkového intervalu, dostdvame

b= 0T (4. (2.106)

c1+c3
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Pii druhém itera¢nim kroku, bez zatoceni, dostavame ze vztahu (2.4)

€o
C1
Co2 O
3 (1 €o
by = @ U [ao].- (2.107)
3 (1 C2
Cy O C3
3 1
C2
C3

Ze tietiho fadku dolniho grafu na obr. 2.4 dostavame funkci s 10-ti soufadnicemi rozprostienou na
intervalu 0 < x < 2.5. Téchto 10 ¢lent je

2
€
CoC1
coC2 + C1C9
coC3 + C%
c1¢2 + C2¢9
(252 = [CL()] . (2108)
C1C3 —+ cocq
C% + ¢3¢
coc3 + c3c1

C3C2

c3

Zabalenim a sectenim ¢lentd na stejné pozici v intervalu 0 < x < 1 se pak ziskaji pouze Ctyfi Cleny,

které jsou

& + cica + cacy + c3c2

cpC1 + ci1c3 + cacy + c%

P2 = 5 [ao] -
coc2 + c1co + ¢5 + c3¢
coc3 + c% + cac3 + c3c1
Vynésobenim si mizeme zkontrolovat, zZe je to stejné jako
Ccop C2
C1 C3 co + Co
¢2 = [ao] . (2.109)
C2  Co c1+c3
C3 (1
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Povsimnéme si, jak je tvorena leva matice:

1. z levé matice vztahu (2.107) se vybere submatice fadu 4 x 2 a

2. prvky ¢y a c3, které lezi pod touto matici, se pfemisti podle néasledujiciho schématu

Co
C
! (2.110)
C2 O
c3
~
| C2\
\C3/

Tento predpis se pouZzije také pro matici ve vztahu (2.106), kterd je vytvofena pfemisténim stejnych

dvou prvki

Co
(2.111)
C1
~
c
12
\C3/
Treti iteracni krok se vypocte jako
€0 C2
C1 c3
C2 Cp Co C2
c3 C1 c1 c3 co + C2
¢3 = [ao} , (2.112)
Ca Cp Ca2 Cp c1 + C3
c3 C1 c3 C1
Cy Cp
3 (1

coz na intervalu 0 < z < 1 vytvofi osm skokt (viz ¢tvrty fadek na dolnim grafu obr. 2.4) pro

zabalenou Skalovaci funkci.

Pokud revidujeme definice matic waveletovych koeficientta M

co + ¢2

M, = Fad 2 x 1, (2.113)

c1+cs
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Co C2

C1 C3 w2
My = fad 2% x 2, (2.114)
C2 Co
c3 C1
€o C2
C1 C3
C2 Co
C3 (1 .
Ms = fad 23 x 22, (2.115)
C2 Co
c3 C1
C2 Co
L C3 CI -

pak algoritmus pro vytvoreni pfispévku agp(z) k f(x) je

f?(x) = MgMzMjag, (2.116)
nebo ve tvaru diagramu
ao = fo(1) M5 po(1:2) M2 o1 4) M o1 8), (2.117)

kde f¢(1 : 8) znamena pole osmi prvki, které piedstavuje ptispévek agp(z) k f(z) va = 0, é, i, .

Vratme se k posloupnosti (2.104) a uvazujme druhy ¢len, a;. To je amplituda waveletové funkce
W (x), kterd se generuje z funkce jednotkového obdélnikového pulsu iteracné, jak je ukdzano na

obr. 2.7. Maticové operace pro tvorbu této waveletové funkce jsou stejné jako ty pro generovani

skalovaci funkce ¢(z), az na to, ze prvni krok vyzaduje nahrazeni

Co —C3
c c
vektoru " | vektorem 2 (2.118)
C2 —C1
C3 Co

podle vztahu (2.10). Procedura pro zatoceni je uplné stejna jako pro skalovaci funkei, az na to, ze
(obdobné vztahu (2.111))
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2 lsestava| O <= BT A (2.119)
—c1 c2 c2 + Co
TN
o /= \
\ o -C_(-) //
Definujeme-li
Gl _ —C3 — (C1
c2 + Co
bude algoritmus pro generovani ptispévku ai W (z) k f(z)
7O : 8) = MgM2Gay, (2.120)
nebo ve tvaru diagramu
a1 = fO(1) E5 fO (1. 9) 2 401, 4) Mo, (01 ; g). (2.121)

Treti ¢len ve vztahu (2.104), az, je amplituda W (2x). Misto intervalu 0 < z < 3, jako uWW(z) na

obr. 2.7, zaujim4a pouze interval 0 < x < 3/2, jak je zndzornéno na obr. 2.10.

Misto druhé iterace

Co C2
c1 C3 —C3 — (1
[ ] as], (2.122)
c2 Cp c2 + ¢p
3
prvni operace je vynechdna a jdeme pifimo na
—c3
c
> [ag) (2.123)
—c
€o

jako v obr. 2.10. Poté iterace pokracuje jako predtim a my dostaneme
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Prvnich osmii

teraci vyvoje waveletu D4 - W(2x)

T T
F—

Obr. 2.10: Generovani (nezatoc¢eného) waveletu W (2x) z jednotkového signalu s vynechdnim prv-
niho itera¢niho kroku (porovnejte s obr. 2.7).

FAD(1:8) =M;

(2.124)

Ctvrty ¢len ve vztahu (2.104), as, je amplituda transformovaného waveletu W (2z — 1). Ten je

transformovan tak, ze zabira interval 0.5 < z < 2. Pokud umoZnime zabaleni, je procedura pro

vypocet piispévku k f(z) uplné stejna jako pro az, az na to, ze prvky v prvni matici jsou pfemisténé

takze dostavame

Co
_C3 ’
C2
—c
f(1’2)(1 : 8) = M3 €0 [ag]
—c3
C2
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Kombinaci vztahu (2.124) a (2.126) potom dostavame

—C3 —C1
fOa8) =My | 2 X [ 2 ] , (2.127)
—C1 —C3 as
Co Co
nebo vloZzenim
—C3 —C3 —C
G,=| @ _ 2 @ (2.128)
—Cc1 —C3 —C1 —C3
Co C9 Co C2
-~
/—C1
N2
dostavame
FO(1:8) = M3Ga l 2 ] (2.129)
as
a ve formé diagramu
[ a2 1 Gz, f(l)(1  4) Ms (1)(1 : 8). (2.130)
as

Zbyvajici ¢tyti prvky vztahu (2.104), a4, as, ag, a7, jsou amplitudy wavelettt W (4zx), W (4x — 1),
W (4x — 2) a W(4x — 3), které jsou navzdjem posunuté o Az = i. V tomto pripadé jsou prvni dva
kroky iterace v obr. 2.7 vynechany a pro osmiclennou posloupnost tak existuje pouze jeden krok ve
vypoctu. Na intervalu 0 < x < 1 existuje osm bodi, takze kazdy wavelet je posunut o dvé pozice
vzhledem ke svému sousedu. Kazdy wavelet méa prvky | —c3 co —c1 ¢ } , takze vypocet lze

vyjadrit jako

—C3 —C1
C2 Co
—C1 —C3 Qg
Co C2 as
F®(1:8) = : (2.131)
—C1 —C3 ae
€o C2 az
—C1 —C3
)] C2
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nebo ve formé diagramu

Qa4
9 | Ss, 1)1 8). (2.132)
ag
az

Koneéné kombinaci étyt diagramu (2.117), (2.121), (2.130) a (2.132) lze vyjadrit vysledek, ze

F:8)=f2(1:8)+ fO1:8) 4+ fM(1:8) + f@(1:8). (2.133)

Koneény diagram vypadé néasledovneé :

PO )M ey Mo raie) =1,
T Gi1 Go Gs 1 (2.134)
a=[a(1) a(2) a(3:4) a(5: 8)]

kdea(l):ao,a(Q):al,a(3:4):[ag ag]Taa(5:8)=[a4 as ag a7}T.

Toto je inverzni algoritmus Mallatova stromu [MALLS9]. Jak je nakresleno vySe, strom je porazen,
protoze kmen je vodorovny! Kofeny stromu jsou na pravé strané rovnice a vétve jsou svislé; u kofene
je mnoho vétvi a smérem k vrcholu stromu jich ubyva, az vétev na samém vrcholu stromu (pfedtim

nez byl porazen) se natahuje k prvnimu koeficientu waveletové transformace a(1).

Tento algoritmus je implementovan v souboru iwavedn(a,N), ktery je uveden v Dodatku. Program
vezme libovolné pole a délky 2", kde a predstavuje waveletovou transformaci a n je libovolné
celé ¢islo vétsi nez nula, a vypoéte funkci f(r), r = 1 az 2". Vypocet se provadi pro wavelet
s N koeficienty (N sudé), které jsou importovany ze samostatného souboru deoeffs(N) (N < 20).

Experimenty s timto programem jsou popsény v Problému 5, 6 a 7.

Nyni uvazujme jak rozdélit libovolnou funkei f(1 : 2") do jeji waveletové transformace a(1 : 2™).
Vzhledem k podminkdm kladenym na waveletové koeficienty pro zajisténi vzajemné ortogonality
waveletil a jejich skalovaci funkce, je zfejmé, Ze matice M jsou ortogonalni matice. Disledky ply-
nouci z ortogonality matice M se nezméni pfeorganizovanim matic v disledku obtoceni. Z dtvodu

podminek ortogonality (2.47) a (2.56) mame

iMIM, =1 MIG, =0

2.135
GIM, -0 1GTG, -1, (2:135)

jak lze snadno ovérit substituci pro typicky radek matice MZ’
[[22' nul] [ co c1 cy - } [2j nul]] (2.136)
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a odpovidajici sloupce matice M,

T
2G+m) nul]| g e o o |[2(—m) nul] (2.137)
a stejné pro G, napr. sloupec

[2G+m) mul] |- ey enoy —en—a o | [2G-m) nul}]T (2.138)

a vynasobenim za pouziti vztahi (2.47) a (2.56).

Pokud pro transpozici G a M definujeme nové symboly H a L

H=G' a L=MT, (2.139)

potom vzhledem ke vztahu (2.135) dostaneme

;LM=1I LG=0

. (2.140)
HM =0 s5HG=1,
kde jsou rozméry matic nasledujici :
G =G((2'x2) H,=H(@2*!x2"
p= G X2 Hy = H (27 2) (2.141)

L, =L(2"'x2) M,=M(2"x2"71).

Vzhledem ke vztahtim (2.140) muze byt kazdy krok vedouci ke stromovému algoritmu (2.134)

jednoduse obréacen. Napt. ze vztahu (2.116) dostaneme

1. 1_ 1
= -L;-La-L3f?. 2.142
agp 9 12 22 3f ( )
Uvazujme nahrazeni f¢ za f, kde
f — f¢ + f(o) + f(l) + f(2) (2.143)
a vypocet
1. 1_ 1
—Li-La=Lsf. 2.144
5L15L25 3f ( )

Substituci vztahu (2.120) za f©, (2.129) za (V) a (2.132) za f dostaneme

Qa4

— 19 a2 as
f=f?+M3sM2Gi [a1] + M3G2 + G3 (2.145)

as Qg

ar
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Potom vzhledem ke vztahu (2.140)

1_ 1.1 1_ 1.1
“Li-Ly-Lgf = -Li-Lo-Lgf? :
5L15Ll25 3f 51512 3f+04+0+0

7 toho lze usuzovat, ze f¢ ve vztahu (2.142) miize byt nahrazeno f, takze

1 1 1
=-L;{-Lo-Lsf.
ag 9 12 22 3f

Podobné zavéry plati i pro ostatni kroky, takze misto vztahu (2.120) dostaneme

1 1_1
= “H;-L,-L
ap = ;HioLaoLsf,
misto vztahu (2.129)
as 1 1
=-Hy-L
[asl 5 H25Lsf
a misto vztahu (2.132)

a4

as 1
= _Hgsf.
o | = gHaS

az

Tedy cely stromovy algoritmus muze byt prevracen, takze ze vztahu (2.134) dostaneme

lLl 1L2 1L3
)&= f(1:2) &= f/(1:4) 2= f(1:8)=f
! THy | tHy | tH3 |
a=[a(l) a(2) a(3:4) a(5:8)]

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

Toto je Mallattiv algoritmus pro diskrétni waveletovou transformaci [MALLS89] a slouzi pro velice

efektivni transformaci signalu f(1 : 2") na jeho waveletové koeficienty a(1 : 2"). Oznaceni L a H

bylo zavedeno s ohledem na skutecnost, ze L muZe byt interpretovano jako filtr typu dolni propusti
(low-pass filter) a H jako filtr typu horni propusti (high-pass filter) [NEWL94a, STRA89]. H

propousti v kazdé drovni jemnou strukturu, ktera vytvari waveletové koeficienty; L dava postupné

hrubsi reprezentaci signalu, tak jak mizi jeho jemna struktura. Tento proces je ukazan v nasledujicim

prikladu:

Priklad

Naleznéte ruénim vypocétem waveletovou transformaci posloupnosti [—9, —7,4,4,4,12, 2, 6] za po-

uziti Haarova waveletu, pro ktery co = ¢; = 1. Pro tento nejjednodussi wavelet ziistava skalovaci
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funkce jednotkovym obdélnikovym pulzem a wavelet je ve tvaru dvou obdélnikovych pulzti polo-
vicni 8itky s opacnymi znaménky. Jestlize je wavelet generovan itera¢né podle schématu na obr. 2.7,

jeho tvar se naslednymi kroky neméni. Transformacni matice jsou

o= [1 1]
L = 1111]
11
Ly — 11 L (2.152)
i 11
H = [ -1 1]
H = -_11—1 1]
(211
H; = -t L (2.153)
_ 11

Protoze existuji pouze dva koeficienty, neexistuji v maticich Zadné obtocené ¢leny. Maticové operace

ve stromovém algoritmu (2.151) potom davaji

-9
-7
-1 1 4 1 as
7H3f:1 ~1 1 40 _|0]_|a
2 -1 1 4 4 ag
~1 1 12 2 ar
2
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__9_
-7
11 4 -8
1 1 11 4
7L = — =
glsf =3 L1
11 12
-8

] = 2] = [ao] (2.154)

take transformace je

[246—21042].

Tyto vysledky znézortiuje obr. 2.11. V hornim obrazku je znazornén rozvoj (2.143), kde
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[ 1] -1 ] [ —1] [ o]
1 -1 -1 0
1 ~1 1 0
1 -1 1 0
(¢) — 9 0) — ¢4 Mg —9
d | | 0 -1
1 1 0 —1
1 1 0 1
1 1 0 1
a
1] [ o]l [ o] [ of
1 0 0 0
0 ~1 0 0
0 1 0 0
=1 +0 +4 +2 (2.155)
0 0 ~1 0
0 0 1 0
0 0 0 ~1
0 0 0 1

Vysledky dolnofrekvenéni filtrace f, které se vyskytuji na kmeni stromu, jsou uvedeny v dolnim
grafu obr. 2.11. NataZenim filtrovanych posloupnosti a jejich vykreslenim na spole¢né zakladné je
patrny vzajemny vztah mezi operacemi dolni a horni filtrace. Odeétenim f(?) v hornim grafu od
f(1:8) v dolnim grafu se ziska f(1 : 4); ode¢tenim f™) od f(1 : 4) se ziska f(1 : 2); odeétenim
f© od £(1:2) se ziskéd f(1) v dolnim grafu. Tedy v kazdém stupni transformace jsou waveletové
koeficienty vytvareny filtraci vysokofrekvencnich slozek a zbytkovy signal prochézi stromem dale

k nasledujici filtraci v dalsim hrubsim méritku.

V Dodatku je uveden soubor wavedn(f, N), ktery vezme pole f(1:2") a vypocte jeho waveletovou
transformaci a(1 : 2"), kde n je libovolné celé ¢islo n > 1 a N je pozadovany pocet waveletovych
koeficient (N sudé).

DWT, zaloZena na stromovém algoritmu, je vypocetné velice efektivni. Pro pocatecni pole délky
2" = M vyvola prvni dolnofrekvenéni filtrovani %M x N nésobeni, kde N je pocet waveletovych
koeficientii. Stejny pocet nasobeni vyvola i prvni hornofrekvenéni filtrovani, takze v prvni trovni
transformace bude M x N nasobeni; %M x N nésobeni ve druhé trovni atd. Pii zanedbani redukce,
kterd plyne z prekryvani waveletovych koeficientti navzéjem, bude celkové (2M — 1) N nésobeni.
Jinak je pocet operaci ptiblizné tmérny M. U FFT ¢ini pocet operaci Mlogo M. Pocet operaci se
zvétsuje umérné k pocétu waveletovych koeficienti, ale to vede zase k vétsi presnosti ve waveletovém

rozvoji (2.98) a k waveletim, jejichz vlastnosti jsou bliz§i harmonickym funkcim.

50



Rozvoj f(r), r=1 az 8, do waveletovych slozek

F=f@+fO+fD)+§Q |—\I

f@
fO

0 1 2 3 4 5 6 7 8
r-1

L G N e———— —
I L N e —— .
f(1:2)
f(1)
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 2.11: Priklad pouzivajici Haartv wavelet k demonstraci prace Mallatova algoritmu.

2.7 Vlastnosti DWT

Jak stoupd pocet waveletovych koeficientli, stava se wavelet hladsi a vice se podoba harmonické

funkci pozorované pies hladké okénko. Obr. 2.12 znazornuje wavelety s 2, 4, 14 a 20 koeficienty
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vykreslené vedle sebe pro porovnani. Wavelet s 20 koeficienty jesté stale vykazuje nékteré zbytkové

nepravidelnosti, jak lze vidét v pravé ¢asti obr. 2.13.

Wavelety na obr. 2.12 jsou dlouhé 2 = 512 vzorkt a jsou ziskany vypoctem IDWT posloupnosti
a(1 : 512), ve které jsou vSechny prvky nulové kromé prvku a(33) = 1. Porovnanim s rozvojem
(2.98) vyplyva, ze a(l) je koeficient ag, a(2) je a1, atd. az a(33) je koeficient asy. Toto je prvni
z mnoziny 16-ti prvkd, které definuji ptispévky waveletit W (16x — k). Na celém intervalu jich
existuje 32, k = 0 az 31, z nichz kazdy je posunut o 512/32 = 16 bodt. Sitka kazdého waveletu
zéavisi na poctu jeho koeficienti; jestlize existuje N koeficienti, je wavelet Siroky N — 1 intervalu.
Tedy wavelet D2 zaujiméa 1 interval, nebo-li 16 bodi na obr. 2.12; wavelet D8 zaujiméa 7 intervali,
nebo-li 7x 16 = 112 bodt; wavelet D14 zaujimé 13 intervaltl, nebo-li 13 x 16 = 208 bodd a wavelet
D20 zaujima 19 intervald, nebo-li 19 x 16 = 304 bodt. Na obr. 2.13 je uveden vysledek stejného
vipoctu pro wavelet D20, ale pro posloupnost délky 2'3 = 8192 bodt. V tomto piipadé je délka
intervalu pro W (16z — k) 8192/32 = 256 bodu, takze celd délka waveletu D20 W (16x) na obr. 2.13
zabird 19 x 256 = 4864 bodi. Amplituda W (16x) je mimo rozsah uvedeny na obr. 2.13 velice mala,
jak je vidét z mensiho pohledu na obr. 2.12.

Na obr. 2.12 je téz uveden modul diskrétni Fourierovy transformace vySe zminénych waveleti. Je-
likoz je DFT symetrickd, jsou znazornény pouze hodnoty v intervalu od 1 do 512/2 = 256. I pro
wavelet D20 neni hlavni frekvencéni Spicka ostrd a ve vyssich frekvencich se vyskytuji rozezna-
telné hrbolky. Pro porovnani, transformace harmonické funkce pozorované pres Gaussovo okénko
mé pouze jednu Gaussovu $picku (viz Problém 7). Protoze jsou dilata¢ni wavelety kompaktni (v
tom smyslu, Ze maji definovany zacatek a konec na z-ové ose), nemohou byt kompaktni zaroven
na frekvencni ose, takze jejich Fourierovy transformace jsou rozprostieny po celé frekvencni ose.
Harmonické wavelety, které budou probrany pozdéji, jsou navrzeny tak, aby byly kompaktni ve

frekvencni oblasti, ale zaujimaji zase nekoneény rozsah na z-ové oblasti.

Obr. 2.14 znazornuje graf podobny tomu na obr. 2.12, az na to, Ze jsou zahrnuty vSechny wavelety
v trovni 6, takZe misto a(33) = 1, mame tentokrat nenulové prvky a(33 : 64). Potom existuje
série podobnych prekryvajicich se waveletti vzdalenych od sebe o 16 bodi. Modul Fourierovych
transformaci téchto signali je vykreslen dole; tentokrat je na svislé ose pouzito logaritmického
méfitka. Prevladajici frekvence je frekvence jednoho cyklu na kazdych 16 bodu, kterou lze urcit

z horizontalniho méritka.

Obr. 2.15 znézornuje v horni poloviné ¢tyTfi soucasné zaznamy vibraci. Jedna se o vibrace v bu-
dové postavené tésné u podzemni drahy. Budova je nad svym piizemim izolovand, aby se vibrace ve
vyssich poschodich redukovaly. Vzorkovaci frekvence digitdlniho zdznamu byla 1667 Hz a pied vzor-
kovanim byly vysokofrekvencni slozky odstranény dolnofrekvenénim filtrem s meznim kmitoc¢tem

500 Hz.

Zéznamy mezi suterénem, pfizemim a prvnim patrem jsou fazové posunuty o (1/6)(1/1667) =
107% s a mezi prvnim a &étvrtym patrem o 3 x 107 s, ale to nemé vliv na néslednou analjzu.
Data v horni poloviné obr. 2.15 maji délku 2048, tedy pokryvaji ¢asovou dobu 2048/1667 = 1.2 s.
Dolni polovina obr. 2.15 znazorniuje waveletovou (D20) transformaci hornich signali. Ptitazeni

jednotlivych prvki transformace a(1 : 2048) k pfislusnym trovnim je uvedeno v tab. 2.1.
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a(j)=0, j=1 az 5612, mimo a(33)=1

iwavedn(a,2) iwavedn(a,8)

15 : : : 15 .
1 1

0.5 0.5

0 0 i

-0.5 -0.5

-1 -1

-1.5 - - - - - -1.5 - - - - -
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

r r
iwavedn(a,14) iwavedn(a,20)

1.5 " T T " " 1.5 " T T

1 1

0.5 0.5

0 0

-0.5 -0.5

-1 -1

-1.5 - - - - - -1.5 - - - - -
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

r r
20 abs(DFT) of iwavedn(a,2) 20 abs(DFT) of iwavedn(a,8)

15 15

10 10

5 5

0 PN 0 - _
0 50

0 50 100 150 200 250 300 100 150 200 250 300
k k

abs(DFT) of iwavedn(a,14) abs(DFT) of iwavedn(a,20)

20 20
15 15
10 10
5 5
00 50 %0 15/? 260 250 360 00 50 1‘60 15k0 260 250 360

Obr. 2.12: Wavelety W (16x) s 2, 8, 14 a 20 koeficienty pro posloupnost délky 512 vzorkd; jim
odpovidajici diskrétni Fourierovy transformace jsou zobrazeny dole.

Obr. 2.16 ukazuje pro porovnani rekonstruované signaly z trovné 4 a 5. Rekonstruovany signal
z urovné 4 se ziskd vypocétem IDWT posloupnosti a(1l : 2048), kde jsou vSechny prvky nulové
kromé prvki a(17 : 32), které jsou nastaveny na hodnoty z trovné 4 ptivodni DWT (viz tab. 2.1).
Pro troven 5 jsou vSechny prvky nulové kromé prvki a(33 : 64), které jsou nastaveny na hodnoty
z urovné 5 ptivodni DWT. Je ziejmé, ze v téchto frekvencénich rozsazich existuje vyznamna korelace

mezi suterénem a prizemim a mezi prvnim a ¢tvrtym patrem. Frekvenéni rozsah pro troven 4 je dan
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iwavedn(a,20) pro a(j)=0, j=1 az 8192; mimo a(33)=1

_1 1 1 1 1
1000 1500 2000 2500 3000 3500
r

Obr. 2.13: Cést waveletu W (16z) (D20) pro posloupnost délky 8192 vzorkt; cely wavelet zabira
19 intervali od 1 do 19(8192/32) = 4864.

16 cykly po dobu 2048/1667 s, coz odpovida frekvenci 16(1667/2048) = 13 Hz; pro troven 5 je to
dvakrat tolik, tedy 26 Hz. Obr. 2.17 znazornuje obdobné vysledky pro trovné 8 a 9. Zde je korelace
mezi rekonstruovanymi signély velice mala. Frekvenéni rozsah pro uroven 8 je 256(1667/2048) =
208 Hz; pro aroven 9 je to asi 416 Hz. Vysvétleni tohoto chovani je nasledujici: odpruzend budova

ma tendenci pohybovat se pfi nizkych frekvencich jako

jeden kus (tuhé téleso). Pti vyssich frekvencich se struktura stava vicemodalni a zdznamy vibraci

’ Uroven ‘ Prvky transformace ‘ # wavelett ‘ Popis ‘ Vzdalenost ‘ Délka waveletu ‘
-1 a(1) zadny o(x) - -
0 a(2) 1 W (z) 2048 19 x 2048 = 38912
1 a(3:4) 2 W (2z — k) 1024 19456
2 a(5:8) 4 W (4x — k) 512 9728
3 a(9:16) 8 W (8x — k) 256 4864
4 a(17:32) 16 W (16x — k) 128 2432
5 a(33:64) 32 W (32z — k) 64 1216
6 a(65:128) 64 W (64x — k) 32 608
7 a(129:256) 128 W(128z — k) 16 304
8 a(257:512) 256 W (256 — k) 8 152
9 a(513:1024) 512 W(512z — k) 4 76
10 a(1025:2048) 1024 W(1024z — k) 2 19x2 =38

Tab. 2.1: Identifikace transformacnich Grovni pro D20
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Obr. 2.14:

a()=0, j=1 a7 32 a 65 az 512; a(j)=1, j=33 az 64
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Wavelety W (16x — k) s 2, 8, 14 a 20 koeficienty pro posloupnost délky 512 vzorki pro
k = 0 az 32; jim odpovidajici diskrétni Fourierovy transformace jsou zobrazeny dole.

jsou velice citlivé na umisténi snimac¢t méficich vibrace.

Nakonec se v této kapitole zminime o posledni vlastnosti periodické (kruhové) DWT, kterd se tyka

prispévku k f(x) od trovné -1 jeho waveletové transformace. Ze vztahu (2.98) plyne
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Obr. 2.15: Ctyfi simultanni zdznamy vibraci a jejich waveletové transformace (D20); posloupnost
délky 2048 odpovida vzorkovacimu intervalu 60 ms.

o (x) = apd(). (2.156)
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Obr. 2.16: Rekonstruované signaly z waveletu irovné 4 a b pro zaznam vibraci uvedeny na obr. 2.15.

Z toho vyplyva, je-li f(x) rekonstruovano pomoci IDWT za pouziti pouze prvniho prvku ag =
a(1) své waveletové transformace a, musi mit rekonstruované f? tvar skalovaci funkce. Avsak pii

experimentovani s programem iwavedn(a, N) brzy zjistime, Ze tomu tak neni a Ze rekonstruované
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Obr. 2.17: Rekonstruované signaly z waveletu irovné 8 a 9 pro zaznam vibraci uvedeny na obr. 2.15.

vV

vSech pfipadech, kromé N = 2 (kdy je skdlovaci funkce funkci jednotkového obdélnikového pulzu a

tedy konstantni), zaujima skalovaci funkce vice nez jeden interval (pokud ma wavelet N koeficient1,
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zaujiméa skalovaci funkce N — 1 intervali). TudiZ obtadci interval 0 < x < 1. Jako pfiklad uvazujme
skalovaci funkci D4 (viz obr. 2.5). Ta se rozprostird pfes tfi intervaly. Po dokonalém obtoceni

intervalu 0 < x < 1 je kruhova skalovaci funkce dana vztahem

d(x)+ oz + 1)+ d(x + 2). (2.157)

Protoze tyto funkce mohou byt vytvoreny iteracné z prilehlych funkci jednotkového obdélnikového
pulzu, jsou vyhodné vytvofeny itera¢né ze startovaci funkce, coz je ¢o(x) = 1 pro vSechna x. Protoze

waveletové koeficienty musi spliiovat podminku pfesnosti (2.30) i pro m = 0, tedy

Yo (-1)re =0, (2.158)
k
takze spolu s podminkou

ch = 2,

k

je jiz ziejmé, ze musi platit vztah (2.78), tj.

Yo=Y a=1 (2.159)

k sudé k liché

S pouzitim tohoto vysledku zjistime, ze kazdy iteracni krok generuje ¢;(x) = 1 pro vSechna z, coz
je patrné, kdyz uvazujeme maticové vypocty (2.106) a (2.109) pro prvni dvé iterace skdlovaci funkci

D4. Zavér je ten, ze pro periodickou (kruhovou) DWT je prvni ¢len v rozvoji (2.98) vzdy

foa)y=a 0<z<l. (2.160)
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2.8 Zobrazeni stfednich kvadratickych hodnot

Waveletovy rozvoj (2.98) mtze byt zapsan v nasledujicim ekvivalentnim tvaru :

f@)=ao+> Y ay  W@z—k) 0<z<L (2.161)
7k

Waveletové funkce W (272 —k) jsou zatocené funkce; vidéli jsme, Ze zatocend skalovaci funkce ¢(x) je
vzdy jednotkové, takZze se jiz ve vztahu (2.161) neobjevuje. Index j popisuje rizné arovné wavelett,
pocinaje j = 0; index k je poradové ¢islo waveletu v kazdé trovni, takze pokryva rozsah k = 0 az
29 — 1.

Stfedni kvadratickou hodnotu f(x) mtzeme vypocitat, pokud obé strany rovnice (2.161) umocnime

dvéma a zintegrujeme v intervalu 0 < x < 1, tedy

1 1 ,
/ fA(x)de = a3+ 2ag E E CL2j+k/ W2z — k) de+
0 } 0
7k

1
+ Z ZZ Za2j+ka2r+s/ W2z — k)W (2" — 5) d. (2.162)
i kT s 0

Jiz jsme vidéli, ze podminky ortogonality a podminka zachovani plochy ztstavaji v platnosti i pro
waveletové funkce, které jsou zatocené okolo intervalu 0 < z < 1. Vysledky (2.71), (2.73) a (2.76)
tedy pouzijeme pro zatocené funkce, jen jejich integra¢ni meze (od —oo do oo) nahradime novymi
(od 0 do 1). Tedy vztah (2.76) se zméni na

/01 W2z —k)dz =0 (2.163)
a vztah (2.71) na
1 .
/0 W2z —k)W 2"z —s)dr =0 svyjimkour=jas=k. (2.164)
Pouzijeme-li navic vztah (2.73), dostaneme kone¢né
/01 fA(x) dor = af + ;;a%jﬁ-k /01 W2(2z) de = a3 + zj: ;agj% (;;) (2.165)

Vypsanim nékolika prvnich ¢lenti dvojnasobné sumy mame

1 1 1
/sz(x)dx = a%%—a%—i—i(a%—l—a%)—i—Z(ai—i—ag—i-a%—i-a%)—i-

1 1
+ §<a§+a3—l— +a%5)+ﬁ(a%6+ coad) (2.166)
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Toto je velice dulezity vysledek, nebof ukazuje, jak je stfedni kvadratickd hodnota f(x) rozlozena
mezi rizné waveletové trovné a mezi rizné wavelety uvnitt kazdé trovné (a tedy rtzné pozice
uvniti intervalu 0 < x < 1). Pokud je fada omezené tak, aby existovalo 2" ¢lent na pravé strané

rovnice (2.166), mize byt integral na levé strané pfesné nahrazen vyrazem

2n—1

1
27 Z fzv
r=0

kde f, = f(z =1/2").

Rovnici (2.166) lze vyjadiit graficky pomoci t¥irozmérného grafu, ve kterém jsou hodnoty ¢tverct
waveletovych amplitud vyneseny do sifové konstrukce, jak je uvedeno na obr. 2.18. Je-li na této
bazi vybudovan povrch (povrch se skladd z vodorovnych plosek spojenych dohromady kolmymi
sténami v mistech ¢arkovanych ¢ar a na okrajich - viz obr. 2.18), objem pod timto povrchem
predstavuje stfedni kvadratickou hodnotu fol f?(x)dx. Vrstevnicovy graf povrchu tedy zobrazuje

rozlozeni stfedni kvadratické hodnoty funkce f(x) mezi wavelety rizné trovné a rizné pozice.

V drovni j existuje na jednotkovém intervalu 2/ waveletti. Pro wavelety stejné tirovné plati, Ze jsou
od sebe vzdaleny o 1/27 takze jejich zakladni frekvence je 2/ cykli/jednotkovy interval (viz Problém
6). Tedy waveletova troven je méfitkem frekvence se zdkladni frekvenci, kterd se zdvojnasobuje
pfi pfechodu na sousedni vyssi droven. Proto miize byt mapa stfednich kvadratickych hodnot
interpretovana jako graf zavislosti frekvenci (stoupajici po oktévéach) na ¢ase, nebot pro zadznam

vibraci je nezéavisle proménnd = obvykle méritkem casu.

Abychom doséahli co nejnazornéjsiho grafu, je vyhodné umistit kazdou waveletovou amplitudu (jeji
¢tverec) do mista, které odpovida stiedu piislusného waveletu. Mé&me napi. analyzu pouzivajici
wavelet D6. Ten ma Sest koeficientd a je dlouhy pét intervalti. Uvazujme uroven 3 na obr. 2.18.
Prvek ag predstavuje amplitudu waveletu, ktery se rozprostira na péti intervalech (kazdy interval
na arovni 3 je 0 < x < %) Stred tohoto waveletu lezi uprostied bloku 3. Abychom prvek ag umistili

do stfedu jeho waveletu, musime ag posunout v obr. 2.18 o %N — 1 = 2 intervalti doprava.

Vysledny graf ziskame tak, ze stejny postup aplikujeme na vSechny prvky v trovnich 1 a vyse;
tj. vSechny prvky musime posunout o %N — 1 intervalti doprava vuci uspoiradani uvedenému na
obr. 2.18. Prvky, které se takto dostanou mimo pravy okraj grafu se zato¢i nazpatek pres levy okraj,
takze pred vykreslenim mapy stfednich kvadratickych hodnot se cela posloupnost prvkia v kazdé

drovni pouze posune o %N — 1 krokt doprava.

Obr. 2.19 zobrazuje dva zdznamy vibraci se stejnou spektralni hustotou. Horni graf znazornuje
vypoctenou odezvu systému s dvéma stupni volnosti na buzeni bilym Sumem; dolni graf je impulzni
odezva stejného systému. Oba zdznamy jsou normalizovany, aby mély stejnou stfedni kvadratickou
hodnotu. Obr. 2.20 znazornuje mapy stfednich kvadratickych hodnot waveletovych transformaci
téchto signall; pouzit byl wavelet D4 a pro zdtiraznéni jemnych detail@t nizkych hodnot a? byl do

grafu vynasen logaritmus ¢tvercti waveletovych koeficientu.

Porovnanim obr. 2.19 a 2.20 lze vypozorovat vazbu mezi funkci a jeji mapou stfednim kvadratickych

hodnot. Vodorovna osa pokryva ve vsech ¢tyfech grafech stejny interval. V obr. 2.19 nabyva index j
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Obr. 2.18: Sit pro vykresleni waveletové amplitudy (¢tverct amplitudy).

hodnot 1 az 8192, coz je pocet vykreslenych bodi. Waveletova transformace posloupnosti 8192 bodi
ma 12 trovni (spolu s pfidanou nulovou trovni a konstantni trovni). Nejvyssi trover, 12, ma jeden
wavelet pro kazdé dvé pozice, takze v této Urovni existuje 4096 prvka waveletové transformace.
Proto dvourozmérné pole ¢isel, které definuje povrch, jehoz baze je jako baze uvedena na obr. 2.18,
mé 12 + 2 = 14 fadek a 4096 sloupcti. Raddek 1 ma 4096 prvki, které jsou vSechny rovny a3, fadek
2 mé stejny pocet prvki, ale jejich hodnota je a?, fddek 3 ma 2048 prvki rovno a3 a 2048 prvki

rovno a%, atd.

Na obr. 2.20 jsou vrstevnice kresleny relativné tlustou ¢arou a cerné oblasti vytvorené tésné vedle
sebe jdoucimi vrstevnicemi mohou byt proto mylné povazovany za rtizné stupné Sedi. Nejvyssi

ploska se vyskytuje v dolnim grafu v trovni 5 a pro j asi 200, v hornim grafu neni této tirovné
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Obr. 2.19: Dva signaly se stejnou spektralni hustotou; horni pfedstavuje realizaci stacionarniho
nahodného procesu, dolni je nestacionarni impulsni odezva.

dosazeno nikde. Ackoliv je ¢asovy prubéh tranzientni odezvy (obr. 2.19 dole) v pravé ¢asti grafu

nulovy, mapa stfednich kvadratickych hodnot

(obr. 2.20 dole) vykazuje dva nizké ,atesy“ vybihajici z pravého okraje grafu. Ty vznikly v disledku
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Uroven waveletové transformace
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Obr. 2.20: Mapa stfednich kvadratickych hodnot pro dva signély z obr. 2.19 vypoc¢tena waveletem
D4; vyka je vykreslena v logaritmickém méfitku na siti dle obr. 2.18.

periodické (kruhové) povahy transformace a piispivaji k levé ¢asti signalu na obr. 2.19. Pro ilustraci

vysokofrekvencéniho chovani je vykresleno pét vrstevnic, nejnizsi vrstevnice ma vysku asi 1000-krat

mensi nez vrstevnice nejvyssi.
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Dalsi rozmanité priklady aplikaci waveletovych map ve vibracni analyze a detailnéjsi vySetieni
vlastnosti waveletovych map stiednich kvadratickych hodnot je uvedeno v ¢lancich [NEWL93a,
NEWL94a].

Barevné mapy stiednich kvadratickych hodnot vytvorené diskrétni waveletovou transformaci se
staly dulezitym néastrojem v analyze ndhodnych vibraci. Nabizeji zna¢né moznosti i pro vySetfovani

casovych zavislosti nestacionarnich signald.
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2.9 Konvoluce pomoci waveleti

Ortogonalni vlastnosti waveleti lze pouzit v algoritmu pro vypocet konvoluéniho integralu

y(t) = /0 " h(O)a(t — 0) db.

Timto integralem lze vypocitat odezvu pasivniho linedrniho sytému y(t), je-li zndmo jeho buzeni
x(t) a jeho impulzni odezva h(6), h(#) = 0 pro 6 < 0.

Pouzijme vyse uvedeny vztah pro vypocet y(t) pouze pro jeden specificky ¢as. Pro tento okamzik,

t = tp, definujme novou proménnou

z(0) = z(ty — 0), (2.167)

takze konvoluc¢ni integral se zméni na

1
y(to) = / h(6)=(6) do. (2.168)
0
Integraéni meze jsou zménény a probihaji od 0 do 1, nebotf predpokladdme, ze h(f) klesd dosti
rychle, takze h(6 = 1) — 0 dosti tésné.

Nyni zapisme h(6) a z(0) pomoci ¢lenit jejich periodického waveletového rozvoje, takze podle vztahu
(2.161) dostaneme

hO) = ho+ D) hy  W(20—k), (2.169)
ik
z(0) = 20+ Z Z zor 4 sW (270 — s) (2.170)

a substituci do vztahu (2.168) obdrzime

1 1 .
y(t)) = hozo+ho S Y 2arss / W20 —s)do+ 205 Doy / W (270 — k) d +

r J

1
+ Zzzzh2j+kzzr+s/ W(270 — k)W (270 — s) df. (2.171)
7 k T S 0

Aplikaci podminek (2.163) a (2.164) zjistime, ze

y(to) = hozo+ D> (1/2))hgiy20i s
7k
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20

z1
=[ho hi ha/2 hs/2 haj2 hsf2 ] e (2.172)
kde [ ho hi ho ... ] je waveletova transformace h(6) a { Z0 Z1 22 ... } je waveletova trans-

formace z(6). Samoziejmé Ze v obou piipadech musi byt pouzito stejného analyzujictho waveletu.
Ve vztahu (2.172) se objevuje ¢initel (1/27), nebot ze vztahu (2.73) plyne

/ T Wr(2i0)do = 12, (2.173)
—0o0

Interval, pfes ktery se provadi vypocet, musi byt dostateéné dlouhy, aby se mimo né&j h(f) — 0.
Uvnitf tohoto intervalu jsou k() a z(0) podél osy 6 ekvidistantné vzorkovany tak, abychom obdrzeli
2" datovych bodt, kde n je z diivodd spravné reprezentace jemnych detailti dostatecné velké celé
¢islo.

Vysledek vypoétu vztahu (2.172) vede k jednomu ¢asovému bodu odezvy. Druhy bod se ziska
vodorovnym posunutim vstupni funkce a opakovanim vypoctu (2.172). Bohuzel waveletova trans-
formace neni vzhledem k posunuti invariantni. Kolik bodd odezvy je pozadovano, tolik musi byt
vypocteno novych transformaci z . To je pro praktické vypocty velkd nevyhoda. Nejedna se tedy
0 vypocetné vhodnou proceduru, ackoliv je waveletova konvoluce zajimavym prikladem vlastnosti
diskrétni waveletové transformace. Pro vypocet odezev systémi je mnohem rychlejsi pouzit vypocta

ve frekvencni oblasti, které pouzivaji FFT.
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2.10 Dvourozmérné waveletové transformace

Diskrétni waveletova transformace muze byt rozsifena na dvé dimenze stejnym zptisobem, jakym
se jednorozmérnd DFT rozsifuje na dvourozmérnou. Dvourozmérny rozvoj ma ¢leny o(x)o(y),
o(x)W (y), W(x)o(y), W(z)W (y), ¢p(x)W (2y), ¢(x)W (2y — 1) atd. Misto jednorozmérného rozvoje
(2.98) dostavame

f(z,y) = W(z) AW (y), (2.174)

kde
W) = [op@)W(@)W(20)W(2z - )W (4e)... W2z —k)...], (2.175)
Wi(y) = [¢(y)W(y)W(2y)W(2y —DW(Ay)... W(2y —k).. ] (2.176)

@po Aol ap2 @ap3 Qo4
aip ai1 @12 a13

A= . (2.177)
azp a1

Pokud jsou délky jednorozmeérnych posloupnosti 2™ a 2”2, pak je fad matice A ve vztahu (2.175)

roven 2™ x 22,

Je-li funkce f(x,y) reprezentovana dvourozmérnym polem F (2™ x 2"2)  pak jeji dvourozmérna
waveletova transformace A (2™ x 2"2) je vypoc¢tena opakovanym pouzitim jednorozmérné diskrétni
waveletové transformace; tj. stejné jako dvourozmeérna diskrétni Fourierova transformace se vypocte
opakovanym pouzitim jednorozmérné DFT. Inverzni DWT se vypocte stejné. Zacne se s matici A

ze vztahu (2.177) a opakované se pouziva jednorozmérnd IDWT. Postup je nésledujici.

Necht vSechny prvky matice A jsou nulové kromé a,s. Tento prvek lezi v fadku r + 1 a sloupci
s+ 1, takze

A= ) (2.178)
Ars — radek r +1

sloupec s + 1
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Vypoctéme IDWT posloupnosti

[0 00 ... an ]

coz je tadek r + 1 matice A. Tim vytvofime wavelet amplitudy a,s, ktery zabira cely rddek r + 1

pomocné matice

B= (2.179)
- - - - - radek r+1

Kazdy jeji koeficient udava amplitudu waveletu v druhé dimenzi. Tyto wavelety jsou vypocteny
nalezenim IDWT kazdého sloupce matice B samostatné. To znamené, ze musi byt vypoc¢teno 2"2

IDWT pro posloupnosti

(000 ...2 ],

kde x je jediny nenulovy prvek, ktery je umistén na pozici r + 1. Téchto 2"2 waveletd okupuje

v8echny sloupce funkéni matice F (2™ x 2"2), ktera nahradi B a dostavame

EEERERE
EEEREREE
EEERREE
EEERREE
EERREEE e
EEERREE
EEERRRE
EERRREE

Protoze zde plati princip superpozice; tj. transformace dvou prvku je stejna jako soucet transformaci
jednotlivych prvkid, lze na plny fadek r + 1 matice A aplikovat stejny vypocet. Podobné, jsou-li
vSechny rfadky matice A plné, jsou inverzni diskrétni waveletové transformace vypocteny radek po
radku, a tak dostaneme plnou matici B. Potom se aplikuje IDWT na kazdy sloupec této pomocné
matice, a tak ziskdme vyslednou matici F'. Tento vypocet, ktery lze snadno naprogramovat, tvori

zéklad programi wave2dn(F, N) a iwave2dn(F, N), které jsou uvedeny v Dodatku.

Jednou z aplikaci téchto programi je analyza a modelovani povrchi v topografii. Obr. 2.21 znazor-
nuje nadzvednuté pismeno D modelované dvourozmérnym polem F (128 x 128). Pfi pouziti waveletu

D20 1ze diskrétni waveletovou transformaci této matice F vypocitat pouzitim A = wave2dn(F, N)
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s N = 20. Matice A je znazornéna na obr. 2.21 pod F. Tato matice A je pouzita v obr. 2.22 ke zna-
zornéni stale vyssich trovni rekonstrukce matice F. Ve vSech ptipadech jsou vSechny prvky matice
A nastaveny na nulu kromé submatic v hornfm levém rohu vztahu (2.177). Rad téchto nenulovych
submatic vytvorenych z prvki matice A se postupné zvétsuje (4 x 4, 8 x 8, 16 x 16, 32 x 32, 64 x 64
a 128 x 128).

Samoziejmé existuje mnoho dalsich aplikaci (jak pro jednorozmeérnou, tak pro vicerozmérnou wa-
veletovou transformaci). Tyto aplikace zasahuji do nejriznéjsich oblasti (viz napf. [CHUI92b| a
[DAUB92]). Pokrok v matematické oblasti (pfehledy v [HEIL89] a[STRAS89]) je v soucasnosti pted
aplikacemi ve védé a technice, ale tento stav se pravdépodobné brzy zméni, tak jak bude software
pro diskrétni waveletovou transformaci stale dostupnéji. Nékteré aplikace DW'T ve vibra¢ni analyze
jsou popsany v [NEWL93a| a [NEWL94a).
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2.11 Harmonické wavelety

A7 dosud zde studované wavelety byly vzdy odvozeny z dilatacnich rovnic s redlnymi koeficienty.
Jak se zvySuje poCet N koeficienti (ktery musi byt sudy), stava se Fourierova transformace wa-
veletti kompaktnéjsi. V doprovodném programu dcoeffs(N) jsou sice zahrnuty jen hodnoty N do
20, ale numerické hodnoty waveletovych koeficient pro N > 20 mohou byt, je-li tfeba, vypocteny
vyfeSenim N nelinearnich algebraickych rovnic, které je definuji. Pokud to udélame, ukaze se, ze

S o
N b-

Obr. 2.21: Dvourozmérna funkce F(128 x 128) reprezentujici vystouplé pismeno D a jeji waveletova
transformace A vypoétend wave2dn(F, N), kde N = 20.
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Obr. 2.22: Postupné rekonstrukce funkce F(128 x 128) vypoctend iwave2dn(B, N), kde B =
zeros(128,128) mimo submatic A(m,m) v hornim levém rohu, kde m = 4,8,16,32
a64.

délnikové, takze modul jeho Fourierovy transformace W(w) je az néjaké oktavové pasmo nulovy.
Vhodny zpisob definovani |W(w)| pro rizné urovné waveletii je uveden na obr. 2.23. VSechny Fou-
rierovy transformace jsou pro w < 0 identicky nulové a napf. pro nulovou turovei je definice |W (w)]

nasledujici
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1/27 o <w < 4
W)= | /T o 2msw<dn (2.181)
0, jinde.
Pokud zrusime znaménko modulu okolo W (w) ve vztahu (2.181) a polozime
1/2 2r <w < 4
Ww)={ /27, pro 2msw<dm (2.182)
0, jinde,

pak z vypoctu inverzni Fourierovy transformace W (w) zjistime, ze odpovidajici komplexni wavelet

e

w(z) = (ei4m - ei2”) Ji2nx (2.183)

jehoz realnad a imaginarni ¢ast je znazornéna na obr. 2.24.

Zavedeni komplexni funkce umoziuje dva redlné wavelety vyjadrit jednim vyrazem. Stejnd veéc

2rkt/T

nastava ve Fourierové analyze, kdy se komplexni exponencialni tvar e pouziva k vyjadreni

jak sudé funkce cos(2mkt/T), tak liché funkce sin(2mkt/T) ve vzorci pro Fourieriv rozvoj

o0
a(t) = > X7, (2.184)

k=—o00

Z obr. 2.24 je patrné, ze realnd ¢ast w(x) ve vztahu (2.183) predstavuje sudy wavelet (wavelet, pro
ktery plati w(z) = w(—=x)) a imaginarni ¢ast predstavuje lichy wavelet (pro ktery plati w(—x) =

—w(z)).

Pro obecny komplexni wavelet trovné j, ktery je posunut o k kroki velikosti 1/ 27, definujeme

1/2m)2 9= wk/?  pro 2720 < w < 4m2I

Ww) ={ /%) P = (2.185)

0, jinde.

Vypoctem jeho inverzni Fourierovy transformace dostavame
w (ij - k) = (ei47r(2jm_k) - ei%(zjm_k)) /i27r (2jx - k) , (2.186)
kde j = 0 az oo, k = —ooaz co. Pro troven —1, kterd ma frekvenéni pasmo 0 < w < 27 (viz

obr. 2.23) dostaneme vypo¢tem inverzni Fourierovy transformace vztahu
1/2m)e ™k, rod<w<?2

Ww) =4 1/27) pro = i (2.187)

0, jinde

odlisnou funkci, kterou miuzeme podle analogie s predchozimi vysledky nazyvat skalovaci funkce
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Obr. 2.23: Amplitudy Fourierovych transformaci harmonickych waveletti riznych trovni.

o — k) = (2R —1) fizm (@ — k) (2.188)

k = —o0 az 0o Redlna a imaginarni ¢ast ¢(z) je znédzornéna na obr. 2.25.

Hlavnim divodem pro vybér téchto waveletovych a Skalovacich funkci je, Zze tvori ortogonalni

mnozinu a maji nasledujici vlastnosti :

/ w(2jw—k)w(2r:v—s) dr=0proVj,k,r,s (j,r>0), (2.189)

—0o0

[ w (e —k)w* (2"'x—s) de=0 proV jk,rs

(j,7 > 0) kromé ptipadu, kdy (2.190)
r=jas=k;
potom
0o ) 2 .
/ w (22— k)| de=1/27. (2.191)
Dale
/ d(x—k)p(x—s) de =0 proVk,s, (2.192)

[ ¢ (x—k)¢p*(x —s) dv =0 proV k,s kromé ptipadu,

o (2.193)
kdy s = k;
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Obr. 2.24: Redalna ¢ast (a) a imagindrni ¢ast (b) harmonického waveletu definovaného vztahem
(2.183).

potom

/OO |6 (x = k)[* do =1 (2.194)

a konecné

/oow(ij—k‘>¢(:r—s) dr=0proVj,k,s (j>0), (2.195)

—0o0
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Obr. 2.25: Redlna ¢ast (a) a imaginarni ¢ast (b) harmonické skalovaci funkce definované vztahem
(2.188).

/OO w(2j:ﬁ—k)¢*($—s) dr=0proVjk,s (j=>0). (2.196)

Ovéreni téchto vysledkt spociva na vlastnostech jejich Fourierovych transformaci a je odvozeno ze

dvou vysledkt teorie Fourierovy transformace, tj. pokud W (w) resp. V(w) jsou Fourierovy trans-

formace w(zx) resp. v(x), pak

o0

/Oo w (@) (z) de = 271'/ W () V (~w) do, (2.197)

—0o0 J =00
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/OO w (x)v* (z) de = 2w /OO W (w)V* (w) dw. (2.198)

— 0 —o0
Vétsina ortogonalnich vlastnosti miize byt z téchto dvou rovnic okamzité odvozena.

Prvné uvazujme vztah (2.189) a (2.192). Ponévadz jsou W(w) na obr. 2.23 definovana pouze pro
w > 0 a jsou identicky nulova pro w < 0; W (w) je pro zaporné w vzdy nulové, oba vysledky okamzité

plynou ze vztahu (2.197).

Daéle uvazujme vztahy (2.190), (2.195) a (2.196). Wavelety riuznych trovni maji Fourierovy trans-
formace, které zabiraji riizna frekvenéni pasma. Proto jsou vztahy (2.195) a (2.196) pravdivé a tim
je splnén i vztah (2.190), je-li r # j.

Pro wavelety ve stejném frekvenénim pasmu plati, Ze jsou ortogonalni s jinym komplexné sdruzenym
waveletem pouze v pripadé, jsou-li wavelety posunuty o nékolik krokt jisté velikosti. Pro wavelety
tirovné j je pozadovany posun k/27 jednotek (k je libovolné celé ¢islo); pro skalovaci funkci je poza-
dovéano k jednotek. To muize byt ovéreno substituci prislusnych vyrazt pro Fourierovu transformaci
(2.185) a (2.187) do vztahu (2.198) a provedenim integrace. Zjistime, ze vysledek je nulovy pouze

v pripadé, kdy jsou wavelety a Skalovaci funkce spravné posunuty.

Vysledkem je zjisténi, ze w(2'z — k) definovany vztahem (2.186) spolu s ¢(x — k) podle (2.188)
tvori ortogonalni rodinu waveletil, které jsou alternativou k waveletim odvozenych z dilata¢nich
rovnic. Lze ukéazat, Zze stfedni kvadratickd hodnota fad pouzivajicich harmonické wavelety jako
své bazové funkce musi, tak jako je tomu u dilata¢nich waveletli, se stoupajicim poctem svych
¢lentt konvergovat; tj. musi existovat [*° || f(x)|? dz (viz [NEWL93b, NEWL94b]). Hlavni roz-
dily jsou tyto: Harmonické wavelety mohou byt popsidny jednoduchym analytickym vzorcem, jsou
kompaktni ve frekvencni oblasti a jsou popsany komplexni funkci, takze pro kazdy par j a k existuji
dva realné wavelety. Dilata¢ni wavelety nemohou byt vyjadfeny ve tvaru funkce, jsou kompaktni
v doméné x (napf. ¢asovd doména) a pro kazdy par j a k existuje jeden redlny wavelet. Ackoliv
maji harmonické wavelety vyhodnou pasmové omezenou Fourierovu transformaci, jejich nevyhodou
je pomaly pokles, tmérny pouze 1/z, v doméné z. Naopak wavelety odvozené z dilata¢ni rovnice
s N koeficienty zaujimaji N — 1 jednotkovych intervalil a mimo tento rozsah jsou identicky rovny
nule. Velkou vyhodou harmonickych wavelett je jejich vypocetni jednoduchost. V nasledujici kapi-
tole uvidime, Ze existuje jednoduchy algoritmus pro analyzu pomoci harmonickych wavelett, ktera
pouziva FFT a ktery je obvykle rychlejsi nez algoritmus pro analyzu pomoci dilata¢nich wavelett

uvedeny v Dodatku.
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2.12 Diskrétni harmonicka waveletova transformace

Pro komplexni wavelety musime definovat dva amplitudové koeficienty

ajp=2 /oo fx)w*(2z — k) de, (2.199)
ajp=2 /OO f(@)w(x — k) da. (2.200)

Pokud je f(z) realné, a;j je komplexné sdruzené s a;x; tj. @, = a;k, ale pokud uvazujeme pripad,
kdy je f(x) komplexni, tak na a;; a @;j musime pohlizet jako na dvé riizné amplitudy. Podobné

definujeme

Qg = /O:o f(x)¢*(x — k) d, (2.201)
Gk = /_ O; F@)o(x — k) da. (2.202)

Waveletovy rozvoj obecné funkce f(z), pro kterou plati

/_O:o |f ()| dz < oo, (2.203)

je pomoci vyrazu (2.201) a (2.202) dan vztahem

flx) = i (agk¢ (x — k) + ag 19" (x — k))
k=—00
Py (ajpw (22 — k) + a0 (22— k). (2.204)
Jj=0k=—00

Hledejme diskrétni algoritmus vypoctu koeficientdt agx, ag¢k, ajr a ajx vyskytujicich se v tomto
rozvoji. Jako ptiklad uvazujme a;  definované vztahem (2.199). Nejprve provedeme substituci ¢lenu

w* (2j x — k) pomoci vyrazu pro jeho Fourierovu transformaci, kde ze vztahu (2.185) dostédvame

‘ 4m27 . _
w*(2x — k) = / (1/2m) 279 k/? e=iwe gy (2.205)
2727
takze pro vztah (2.199) dostaneme
4m2I ) s )
ajr=1/2m / dw /2 / dx f (x)e ™", (2.206)
229 —o0
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Ponévadz Fourierova transformace w*(2/x — k) je mimo interval 272/ < w < 4727 rovna identicky
nule, je mozné obratit poradi integrace. Druhy integral pfes = je pravé Fourierova transformace

f(z) nésobena 2m, takze pro vztah (2.206) dostaneme

4mr2I ko
ajr = - F(w)e™ /2 . (2.207)
2123
Nyni nahradime integral sumou. V tom pfipadé prochazime frekvenéni pasmo s krokem 27 (takze

v Grovni j existuje 27 krokil). Proto miize byt F'(w) nahrazeno diskrétnim koeficientem Fy; ,, kde

Fy iy =27F (w=27(20 + 5)) (2.208)
a integral ve vztahu (2.207) se stane sumou

29 -1 , )
Qg = 3 Foyypye 2™ H0/2 (2.209)
s=0

nebof Aw = 27 se vykrati s 1/27 ze vztahu (2.208). Ponévadz pro vechna k plati 2™ = 1,

nakonec dostaneme

27 -1 ,
Qgigp = Y F2j+56i27r5k/2] , k=0az?2 —1 (2.210)
s=0
Coz je zpétnd diskrétni Fourierova transformace pro posloupnost frekvenc¢nich koeficientt Fy;, ; = 0

az 29 — 1.

Zavér je nasledujici. Pii vypocétu waveletovych koeficienti diskrétnim algoritmem vyjdeme z repre-
zentace f(z) jako diskrétni posloupnosti f,, 7 =0az N —1 (kde N je mocninou 2). Potom se k
vypo¢tu mnoziny (komplexnich) frekvenénich koeficientiis F;, t =0 az N — 1, pouzije FFT. Déle
se oktavové bloky F; zpracuji IFFT, ¢imz se vytvori amplitudy harmonického waveletového rozvoje

Jr.

P1i odvozovani vztahu pro ds; ) vyjdeme ze vztahu (2.200) a ziskame tak

271 _
Ggig = D F iyge ™M k=0az2 —1. (2.211)
s=0
Zéaporny index frekvenéniho koeficientu F_ (55 ) je vyvolan skutecnosti, Ze jde o diskrétni ekvivalent
F(—w). Ponévadz diskrétni Fourierova transformace nemé zaporné indexy, nahradime F_; vyrazem

Fxn_s, coz je vzhledem ke kruhové vlastnosti DFT mozné, a tak pro vztah (2.211) dostaneme

27 -1

a2j+k = Z FN—(2J‘+5)
s=0

e—i27rsk/27’ k=0az 2 —1. (2.212)
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(b)
Obr. 2.26: FFT algoritmus pro vypocet harmonické waveletové transformace: (a) pro posloupnost

16-ti realnych prvki; (b) pro posloupnost 16-ti komplexnich prvka.

Pro N = 16 je na obr. 2.26 znazornén vyvojovy diagram algoritmu jak pro pfipad (a)redlné po-
sloupnosti f,, tak pro pfipad (b) komplexni posloupnosti f.. V pfipadé (a) neni nutné pocitat

koeficienty dg; s, nebot jsou komplexné sdruené s koeficienty ag; .
Specialnim piipadem v algoritmu je vypocet amplitud ag a ayys.

Nejprve uvazujme ag, které odvodime z diskrétniho tvaru rovnice (2.201). Ponévadz
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| R

4 3 2 1 0 A1 2 3 4 5 6 7 k

Obr. 2.27: Uspotadéani diskrétnich aproximaci Fj Fourierovy transformace F(w), kde wy = 27k,
zobrazeno pro posloupnost délky N = 8.

oz —k)= / p(w)e wkelw dy (2.213)
plyne ze vztahu (2.201), ze

2

ap k= / dz / dwe* (w)e “k f(z)e ™ = dwF (w)e™*, (2.214)
—00 —00 0

protoze ®(w) je nulové az na interval 0 < w < 2w, kdy je rovno 1/27. Je-li hodnota F(w = 0)
vyjadfena jako Fp, kde Fy = 4nF(w = 0) (viz obr. 2.27), pak

a0 = Fy/2. (2.215)
Podobné
ago = Fy/2, (2.216)
a tedy
ag = ago + d¢0 = Fy. (2.217)

Nyni uvazujme ay/o. To je prvek, ktery neni zahrnut ani do vztahu (2.210) ani do vztahu (2.212),
viz obr. 2.26. Abychom zajistili platnost Parsevalova teorému; tj. suma étvercit waveletovych am-
plitud se musi rovnat stfedni kvadratické hodnoté f., 1/N zﬁgl f? musi byt anje = Fj (viz
obr. 2.26). Duvod je nasledujici. Poc¢atecni operace FF'T, ktera transformuje f, na Fj, zachovava
stiedni kvadratickou hodnotu; tj. S0 o' |Kx|? = 1/N S8 | £ (viz Problém 6(ii)). Kazd nasle-
dujici operace IFFT na oktavovych pasmech Fj pro k < N/2 (nebo jeho komplexni sdruzenost na
oktéavovych pasmech pro k > N/2) podobné zachovava stfedni kvadratickou hodnotu v oktavovych
pasmech, take napi. 1/27 Zijzj)l agii? = Zi];ol |Fy |- Proto volbou ag = Fp a ans2 = Fyy,

dostaneme Parsevaliv teorém ve tvaru
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n—2 27 -1 N-1

a0l + 3°1/27 3" (lagrsal + lay—oial?) +lanpelP = 1N D IHP (2.218)
j=0 k=0 r=0

vy

kde N = 2™. Sumace se provadi pres vsechny trovné j = 0 az n — 2, nejvyssi urovenn n — 2 je maxi-
mum, kterého lze dosdhnout s poc¢atecni posloupnosti délky 2. Napi. pro pocatecéni posloupnost na
obr. 2.26 délky 2% = 16 mohou byt vypocteny harmonické waveletové amplitudy pouze v trovnich
-1, 0, 1 an — 2 = 2. Naopak u waveletti odvozenych z dilata¢nich rovnic miize byt dosazeno az
urovné n — 1 = 3. Coz je zpusobeno tim, ze pro kazdy par j, k existuje jeden (redlny) dilatacéni
wavelet, zatimco realné harmonické wavelety existuji dva (sudy a lichy wavelet dany realnou a

imagindrni ¢asti komplexniho harmonického waveletu).

Waveletova amplituda ay/, = Fy/o definuje posloupnost f;, ktera je, z inverzni diskrétni Fourierovy

transformace, dana jako

f=l1-11-11-1..] (2.219)

Lze ukazat, Ze tato posloupnost je ortogonalni k libovolné diskrétni harmonické e?27+m/N

, =0 az
N —1, k=0 az N/2 — 1. Ponévadz vSechny diskrétni harmonické wavelety vyzaduji sumaci dis-
krétnich harmonickych, vyplyva z toho, Ze posloupnost (2.219) je ortogonalni se vSemi diskrétnimi
harmonickymi wavelety. Tedy posloupnost (2.219) mtuzeme povazovat za dodateény wavelet v misté

Nuquistovy frekvence, ktery je rozprostfen po celé délce posloupnosti, r = 0 az N — 1.

Algoritmus uvedeny na obr. 2.26 tedy ilustruje rychly zptsob vypoc¢tu diskrétni harmonické wa-
veletové transformace. Pro zpétnou transformaci lze vyuzit stejny diagram, u kterého ale budeme

postupovat obracené, zdola nahoru.

Mallattiv pyramidélni algoritmus (2.151) pro wavelety odvozené z dilata¢nich rovnic je sekvenénim
algoritmem. To znamend, Ze v jednotlivych krocich (sekvencich) se pocitaji jednotlivé waveletové
trovné. Naopak FFT algoritmus pro harmonické wavelety je paralelnim algoritmem. FFT je im-
plementovana na celou posloupnost najednou. Nasledné 1ze opét najednou vypocitat vsechny Fou-
rierovy transformace na oktavovych blocich. Coz je velice vyhodné v aplikacich, kde se vyskytuji

dlouhé posloupnosti nebo kde je vyzadovano zpracovani v redlném case.

V Dodatku jsou uvedeny programy v MATLABu pro harmonickou waveletovou transformaci. Dis-
krétni harmonickd waveletova transformace a posloupnosti f délky 2", jejiz prvky mohou byt
i komplexni, se vypocte funkei hwtdn(f) a jeji inverze funkei thwtdn(a). Matice A pro mapu harmo-
nickych wavelett se vypocte funkci hmapdn(f). V tomto pfipadé ma A n + 1 fadkd a 2”2 sloupct
(na rozdil od funkce mapdn(f), kterd vytvoii pole s n + 1 fadky a 2"~! sloupci), coz vyplyva ze
skuteCnosti, ze A je pole, jehoZ typicky prvek je |a2j+k\2 +|an_9i_j|* a v Grovni y = n — 2 je rozsah
k roven k = 0 az 2"~2. Pro tiroveii n — 1 jsou viechny prvky v fadku n 4 1 rovny pravé |a N/2|2.
Dvourozmérné transformace lze ziskat pouzitim jednorozmérnych transformaci stejnou strategii

jako udilata¢nich waveletti.
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3 ZAVER

Obsahem této zpravy je popis waveletové transformace, ktera patii mezi rychle se rozvijejici nastroje
pro analyzu signdld. Mezi nejpouzivanéjsi aplikace patii: detekce nespojitosti (vyuziva predevsim
jeji vynikajici lokaliza¢ni vlastnosti), komprese signalt (audio signély, video signdly, statické ob-

razy), odstrariovani Sumu ze signalu a rychlé algoritmy pro maticové operace.

Ve zpravé je popsana zakladni myslenka waveletd, dilatacni rovnice a dilata¢ni wavelety, vlast-
nosti waveletovych koeficientti, diskrétni waveletova transformace a jeji vlastnosti, dvourozmérna

waveletova transformace a harmonické wavelety.

V nasledujicich zpravach budou shrnuty nase zkusenosti s aplikaci waveletové transformace na pro-
blémy analyzy signali akustické emise. Pujde zejména o problémy komprese a odSumeéni signala AE
a stanoveni poc¢atku jednotlivych emisnich udalosti. Pri téchto problémech bude tifeba zodpovédét
otazky typu: jaky druh bazového waveletu je pro danou tdlohu nejvhodnéjsi; jakou zvolit droven
dekompozice; jaky zvolit algoritmus komprese a odSuméni; atd. Tyto tlohy budou vySetfovany
waveletovym toolboxem od firmy Mathworks, ktery je od Cervence fesitelim grantu k dispozici a

ktery zahrnuje Sirokou skalu typu waveleti.
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4 DODATEK

V tomto dodatku jsou uvedeny programy pro vypocet a zobrazeni waveletovych transformaci, které

pouzivaji metody popsané v této zprave.

Ukazuje se jako velice vyhodné programovat v jazyce MATLAB (produkt firmy The MathWorks
Inc.), coz je interaktivni softwarové prostfedi pro védecké a inzenyrské numerické vypoéty pouzi-
vajici matice, u nichz se nevyzaduje dimenzovani. Samoziejmé ze jde tyto programy prepsat do

Fortranu nebo néjakého jiného vyssiho jazyka, ale vysledné programy budou tézkopadné.

M-soubor je soubor, ktery obsahuje normélni pfikazy MATLABu. M-soubory mohou mit, tak jako
funkce, vstupni a vystupni argumenty. Proménné, které jsou definované a uzivané uvniti souboru

zistavaji lokalni. Dale je popsano deset M-souborti:

function a=wavedn(f,N)

pocita waveletovou transformaci a pole f s 2" prvky, pricemz pouziva wavelet s N koeficienty

function f=iwavedn(a,N)

pocita inverzni waveletovou transformaci f pole a s 2" prvky, pficemz pouziva wavelet s N koeficienty

function A=displayn(f,N)

pocita a zobrazuje jednorozmérnou waveletovou transformaci pole f s 2™ prvky; kazdy radek A
(s n 4+ 1 fadky a 2" sloupci) predstavuje piispévek k rekonstruovanému signalu v kazdé urovni

waveletové transformace

function A=mapdn(f,N)

pocita dvourozmérné pole A, které definuje mapu stfednich kvadratickych hodnot waveletové trans-

(n—1)

formace pole f s 2" prvky, wavelet ma N koeficienti a pole A ma n + 1 fadka a 2 sloupci

function A=wave2dn(F,N)

pocita waveletovou transformaci A dvourozmeérného pole F, pficemz pouziva wavelet s N koeficienty;

A i F maji rozmér 2™ x 272

function F=iwave2dn(A,N)
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pocité inverzni waveletovou transformaci F dvourozmérného pole A, pficemz pouziva wavelet s N

koeficienty; A i F maji rozmér 2™ x 272

function c=dcoeffs(N)

pocita pole N koeficient (N je sudé), které pozaduje waveletova transformace; tato funkce je volana

vyse uvedenymi funkcemi

function a=hwtdn(f)

pocita harmonickou waveletovou transformaci a pole f s 2™ prvky

function f=ihwtdn(a)

pocita inverzni harmonickou waveletovou transformaci f pole a s 2" prvky

function A=hmapdn(f)

pocita dvourozmérné pole A, které definuje mapu stfednich kvadratickych hodnot harmonickych

wavelettt pole f's 2" prvky, pole A méa n + 1 fadki a 2("2) sloupctt

Dale nasleduje vypis vyse zminénych programu a jejich popis, ktery zahrnuje tcel, syntaxi, pouzity

algoritmus a pfipadnad omezeni.
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wavedn, iwavedn

Ucel: Waveletova transformace a jeji inverze

Syntaxe: a=wavedn(f,N)

f=iwavedn(a,N)

Popis: wavedn(f,N) vraci pole, jehoZ prvky jsou waveletovou transformaci posloupnosti prvki v f.
Analyzujici wavelet ma N koeficientti, kde N je sudé. iwavedn(a,N) je inverzni transformaci.
item [Algoritmus:] Mallativ pyramidalni algoritmus (Mallat [MALLS9]; Strang [STRAS89])

upraveny pro kruhovou transformaci.

Omezeni: Posloupnost f musi mit 2" prvku; jeji transformace ma také 2™ prvkt. Waveletové koefici-
enty jsou importovany z M-souboru dcoeffs(N), ktery je omezen na sudé hodnoty N v rozsahu
2 az 20.
Je-1i f komplexni, tj. f=fr+i*fi, waveletova transformace je také komplexni, tj. a=ar+i*ai, kde

ar je transformace fr a ai je transformace fi, a naopak.

function a=wavedn(f,N)

b

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
b

M=length(f);

n=round (log(M)/log(2));
c=dcoeffs(N);
clr=fliplr(c);

for j=1:2:N-1, clr(j)=-clr(j);end

a=f;

for k=n:-1:1
m=2"(k-1);
x=[0];y=[0];

for i=1:1:m
for j=1:1:N
k(j)=2%i-2+j;
while k(j)>2*m, k(j)=k(j)-2#%m;end
end
z=a(k) ;

[mr,ncl=size(z);
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if nc>1, z=z.’;end
x(i)=cx*xz;
y(i)=clr*z;

end

x=x/2;y=y/2;
a(l:m)=x;
a(m+1:2*m)=y;

end

function f=iwavedn(a,N)

YA

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
YA

M=length(a);
n=round (log(M)/log(2));
c=dcoeffs(N);

f(1)=a(1);

for j=1:1:N/2
c1(1,j)=-c(2%j);
c1(2,j)=c(2%j-1);
c2(1,j)=c(N-2%j+1);
c2(2,j)=c(N-2%j+2) ;

end

for k=1:1:n
m=2"(k-1);
for i=1:1:m
for j=1:N/2
k(j)=m+i-N/2+j;
while k(j)< m+1, k(j)=k(j)+m;end
end
z=a(k) ; [mr,ncl=size(z) ;if nc>1, z=z.’;end
x(2%i-1:2%i)=cl*z;
zz=f (k-m) ;
[mr,ncl=size(zz);

if nc>1, zz=zz.’;end
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xx (2%i-1:2%i)=c2%zz;
end
£ (1:2*%m)=x+xXx;

end
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displayn

Uéel: Zobrazit rekonstrukei (redlného) signélu z jeho waveletové transformace.
Syntaxe: A=displayn(f,N)

Popis: Pouziva a=wavedn(f,N) k vypocétu waveletové transformace f, coz je posloupnost délky 2";
potom se opakované pouziva iwavedn(b,N) pro vytvofeni naslednych fadek matice A, ktera
ma n + 1 fadek a 2" sloupcti. Radek 1 je -1. troven rekonstrukce (vzdy konstanta), fadek 2
je 0. troven rekonstrukce, fadek 3 je 1. troven rekonstrukce atd. Vsechny fadky A secteny

dohromady vytvoii ptivodni signal f. Vysledky jsou taktéz vykresleny.

Algoritmus: Waveletova transformace a je rozdélena do n + 1 pfilehlych subpoli délky 1, 1, 2, 4,
8, 16, ..., 21 prvka. Kazdé pole b délky 2”7 se sklada z nulové matice az na zakryvané

subpole a. Odpovidajici uroven rekonstrukce f se ziskd vypoctem iwavedn(b,N).

Omezeni: Hodnoty N musi byt sudé a v rozsahu od 2 do 20. Signal f musi mit pouze realné prvky.

Instrukce pro kresleni jsou pro MATLAB verze 3.

Priklad: £f=[-9 -7 4 4 4 12 2 €];

A=displayn(f,2);

vede na

A=2 2 2 2 2 2 2 2
-4 -4 -4 -4 4 4 4 4
-6 -6 6 6 2 2 -2 -2
-1 1 0 0-4 4 -2 2

function A=displayn(f,N)

A

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
b

M=length(f);

n=round (log(M)/log(2));

subplot (211)

plot(f), grid, title(’signal f’)

a=wavedn(f,N);

plot(a), grid, title([’wavelet transform wavedn(f,’,int2str(N),’)’])
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xlabel (’PRESS TO CONTINUE ... AND WAIT PLEASE’)

pause

b=zeros(1,M);
b(1)=a(1);
A(1,:)=iwavedn(b,N);

for i=2:1:n+1
b=zeros(1:M);
b(27(i-2)+1:27(i-1))=a(2" (i-2)+1:27(i-1));
A(i,:)=iwavedn(b,N);

end

j=0;

for i=1:1:n+1
plot(A(i,:))
grid, title([’wavelet level ’,int2str(i-2)1)
j=j+1;
if j==2,
xlabel (’PRESS TO CONTINUE’), pause,
3=3-2;
end

end

plot (sum(A))

grid, title(’Reconstructed signal: all levels added’)

xlabel (’PRESS TO CONTINUE’)

pause

clg, subplot(111)
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mapdn
Ugel: Pocitsd dvourozmérné pole A, které definuje mapu stfednich kvadratickych hodnot pro jed-
norozmeérné pole f.
Syntaxe: A=mapdn(f,N)

Popis: Pouzivd a=wavedn(f,N) k vypoctu waveletové transformace f, coz je posloupnost délky 2";
potom se prettidi ¢tverce prvku (1 : 2") tak, aby tvofily dvourozmérné pole A, které méa n+ 1

fadki a 2"~ sloupet; objem pod touto plochou je tmérny stfedni kvadratické hodnoté f.

Algoritmus: Prvky waveletové transformace jsou prerovnany tak, ze kazdy prvek v matici A je
umistén ve stiedu jemu odpovidajicimu waveletu. Umisténi prvka je (pfed pferovnanim) je

znézornéno na obr. 2.18.
Omezeni: Hodnoty N musi byt sudé a v rozsahu od 2 do 20.

Priklad: £f=[-9 -7 4 4 4 12 2 6€];

A=mapdn(f,2)

vede na

A= 4 4 4 4

16 16 16 16
36 36 4 4
1 016 4

function A=mapdn(f,N)

A
% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
b

M=length(f);

n=round (log(M)/log(2));
a=wavedn (f,N) ;
b(1)=a(1);b(2)=a(2);

for j=1:n-1
for k=1:2"j
index=2"j+k+N/2-1;
while index>2~(j+1), index=index-2"j;end
b(index)=a(2"j+k) ;
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end

end

a=b;

for j=1:2"(n-1)
A(1,j)=a(l);

end

for j=2:n+1
for k=1:2"(j-2)
for m=1:2"(n-j+1)
A(G, (k-1)*27 (n-j+1)+m)=a (27 (j-2)+k) ;
end
end

end

A=A.*conj(A);
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wave2dn, iwave2dn

Ucel: Dvourozmeérna waveletova transformace a jeji inverze.

Syntaxe: A=wave2dn(F,N)
F=iwave2dn(A,N)

Popis: wave2dn(F,N) vraci matici, jejiz prvky jsou waveletové transformace prvka v F. Analyzujici

wavelet mé N koeficientt, kde N je sudé. iwave2dn(A,N) je inverzni transformace.

Algoritmus: Mallativ pyramidalni algoritmus (Mallat [MALLS89]; Strang [STRA89]) upraveny pro

kruhovou transformaci.

Omezeni: Matice F musi mit rozméry 2™ x 2"2; jeji transformace A mé také 2" x 272 prvk.
Waveletové koeficienty jsou importovany z M-souboru dcoeffs(N), ktery je omezen na sudé
hodnoty N v rozsahu od 2 do 20.

Je-li F komplexni; tj. F=Fr+i*Fi, waveletova transformace A je také komplexni, takze A=Ar+i*Ai,

kde Ar je transformace Fr a Ai je transformace Fi, a naopak.

function A=wave2dn(F,N)

yA

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
yA

[M1,M2]=size(F);

for k=1:M1
B(k, :)=wavedn(F(k,:),N);
end
for j=1:M2
A(C:,j)=(wavedn(B(:,j).’,N)).’;
end

function F=iwave2dn(A,N)

)

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
YA

[M1,M2]=size(A);
for k=1:M1

B(k,:)=iwavedn(A(k,:),N);
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end

for j=1:M2
F(:,j)=(iwavedn(B(:,j) .’ ,N)).’;

end
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Ugel: Vygenerovat N koeficientid pozadovanych waveletovou transformaci.

Syntaxe: c=dcoeffs(N)

Popis: Vytvaii pole s N koeficienty pozadovanych waveletovou transformaci.
Algoritmus: Numericka data jsou odvozena z vysledki publikovanych prof. Daubechies [DAUBSS].

Omezeni: Hodnoty N musi byt sudé a v rozsahu od 2 do 20.

function c=dcoeffs(N)

b

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved

A

if N==2,
c(1)=1;
c(2)=1;

end

if N==4,

dcoeffs

c(1)=(1+sqrt(3))/4; % 0.68301270189288
c(2)=(3+sqrt(3))/4; % 1.18301270189249
c(3)=(3-sqrt(3))/4; % 0.31698729810776
c(4)=(1-sqrt(3))/4; % -0.18301270189185

end

if N==6,

s=sqrt (5+2*sqrt (10));

c(1)=(1+sqrt(10)+s)/16; %
c(2)=(5+sqrt (10)+3%*s)/16; %
c(3)=(5-sqrt(10)+s)/8; %
c(4)=(5-sqrt(10)-s)/8; b
c(5)=(5+sqrt(10)-3%s)/16; %
c(6)=(1+sqrt(10)-8)/16; %

end

if N==8,
c(1)= 0.32580342805144;
c(2)= 1.01094571509195;
c(3)= 0.89220013824696;

.47046720778405

1.14111691583131

.65036500052554
.19093441556797
.12083220831036
.04981749973164

95



c(4)=-0.03957502623584 ;
c(5)=-0.26450716736891;
c(6)= 0.04361630047480;
c(7)= 0.04650360107114;
c(8)=-0.01498698933026;

end

if N==10
c(1) = 0.22641898258329;
c(2) = 0.85394354270476;
c(3) = 1.02432694425952;
c(4) = 0.19576696134736;
c(5) =-0.34265671538239;
c(6) =-0.04560113188406;
c(7) = 0.10970265864207;
c(8) =-0.00882680010864;
c(9) =-0.01779187010184;
c(10)= 0.00471742793840;

end

if N==12,
c(1) = 0.15774243200275;
c(2) = 0.69950381407459;
c(3) = 1.06226375988160;
c(4) = 0.44583132292976;
c(5) =-0.31998659889150;
c(6) =-0.18351806405992;
c(7) = 0.13788809297429;
c(8) = 0.03892320970790;
c(9) =-0.04466374833092;
c(10)= 0.00078325115207;
c(11)= 0.00675606236300;
c(12)=-0.00152353380517;

end

if N==14,
c(1) = 0.11009943074561;
c(2) = 0.56079128362564;
c(3) = 1.03114849163587;
c(4) = 0.66437248221081;
c(5) =-0.20351382246331;
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c(6) =-0.31683501128084;

c(7) = 0.10084646500963;
c(8) = 0.11400344515963;
c(9) =-0.05378245258967;

c(10)=-0.02343994156468;
c(11)= 0.01774979237922;
c(12)= 0.00060751499551;
c(13)=-0.00254790471812;
c(14)= 0.00050022685316;

end

if N==16,
c(1) = 0.07695562210801;
c(2) = 0.44246724715183;
c(3) = 0.95548615042734;
c(4) = 0.82781653242210;

c(5) =-0.02238573533327;
c(6) =-0.40165863278162;
c(7) = 0.00066819409256;
c(8) = 0.18207635684664;
c(9) .02456390104597;
c(10) .06235020665057 ;
c(11)= 0.01977215929614;
c(12)= 0.01236884481906;
c(13)=-0.00688771925624 ;
c(14)=-0.00055400454843;
c(15)= 0.00095522971066;
c(16)=-0.00016613726120;

Il Il
| |
[oNe]

end

if N==18,
c(1) = 0.05385034958950;
c(2) = 0.34483430381454;
c(3) = 0.85534906435926;
c(4) = 0.92954571436587;
c(5) = 0.18836954950636;
c(6) =-0.41475176180163;
c(7) =-0.13695354902480;
c(8) = 0.21006834227886;
c(9) = 0.04345267546076;

c(10)=-0.09564726411973;
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c(11)= 0.00035489281347;
c(12)= 0.03162416585297;
c(13)=-0.00667962022663;
c(14)=-0.00605496057443;
c(15)= 0.00261296728041;
c(16)= 0.00032581467203;
c(17)=-0.00035632975910;
c(18)= 0.00005564551359;

end

if N==20,
c(1) = 0.03771715759287;
c(2) = 0.26612218279428;
c(3) = 0.74557507148686;
c(4) = 0.97362811073420;
c(5) = 0.39763774176961;

c(6) =-0.35333620179367;
c(7) =-0.27710987872043;
c(8) = 0.18012744853369;
c(9) = 0.13160298710167;
c(10)=-0.10096657119622;
c(11)=-0.04165924808778;
c(12)= 0.04696981409691;
c(13)= 0.00510043696788;
c(14)=-0.01517900233539;
c(15)= 0.00197332536489;
c(16)= 0.00281768658993;
c(17)=-0.00096994783991 ;
c(18)=-0.00016470900591 ;
c(19)= 0.00013235436640;
c(20)=-0.00001875841578;

end
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hwtdn, ihwtdn

Ucel: Harmonickd waveletova transformace a jeji inverze.

Syntaxe: a=hwtdn(f)
f=ihwtdn(a)

Popis: hwtdn(f) vraci pole, jehoz prvky jsou harmonickou waveletovou transformaci posloupnosti

prvka v f. ihwtdn(a) je inverzni transformace
Algoritmus: Algoritmus pro vypocet harmonické waveletové transformace pouziva fft.

Omezeni: Posloupnost f musi mit 2" prvki; jeji transformace ma také 2" prvkia. Prvky f mohou

byt realné nebo komplexni; prvky a jsou komplexni.

function a=hwtdn(f)

yA

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
yA

N=length(f);
n=round (log(N)/1log(2));

F=fft (£)/N;
a(1)=F(1);a(2)=F(2);

for j=1:n-2
a(27j+1:27(j+1))=ifft(F(2"j+1:27(j+1)))*27j;
a(N-27(j+1)+2:N-2"j+1)=Ffliplr (fft (£1iplr (F(N-2"~ (j+1)+2:N-2"j+1 ))));

end

a(N/2+1)=F(N/2+1);
a(N)=F(N);

function f=ihwtdn(a)

YA

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
YA

N=length(a);
n=round (log(N)/log(2));
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F(1)=a(1);F(2)=a(2);
for j=1:n-2
F(27j+1:2°(j+1))=fft(a(27j+1:2°(j+1)))/275;
F(N-27 (j+1)+2:N-2"j+1)=fliplr (ifft (fliplr (a(N-2"(j+1)+2:N-2"j+1))));

end

F(N/2+1)=a(N/2+1);
F(N)=a(N);

f=ifft (F)*N;
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hmapdn

Ugel: Pocitd dvourozmérné pole A, které definuje mapu stfednich kvadratickych hodnot harmo-

nickych waveletd pro jednorozmérné pole f.
Syntaxe: A=hmapdn(f)

Popis: Uziva a=hwtdn(f) k vypoc¢tu harmonické waveletové transformace f, coz je posloupnost
délky 2"; potom pretfidi ¢tverce prvki (1 :2") tak, aby tvofily dvourozmérné pole A, které
mé n + 1 fadkd a 22 sloupct; objem pod touto plochou je tmérny stiedni kvadratické
hodnoté f.

Algoritmus: Kazdy prvek A je souétem ¢tverci modult a(r) a a(N+2-r), r=2 az N/2; a(l) a
a(N/241) jsou speciélni pfipady.

Omezeni: Délka posloupnosti f musi byt mocninou dvou. Prvky f mohou byt redlné nebo komplexni.

function A=hmapdn(f)

yA

% Copyright (c) D. E. Newland 1992, All rights reserved
yA

N=length(f);
n=round (log(N)/log(2));
a=hwtdn(f) ;

for j=1:2"(n-2)
A(1,j)=abs(a(1))~{2};
A(n+1,j)=abs(a(2" (n-1)+1))"{2};

end

for j=2:n
for k=1:2"(j-2)
for m=1:2"(n-j)
A(j, (k-1)*2" (n-j)+m)=
abs (a(27(j-2)+k)) “{2}+abs (a(N+2-2" (j-2)-k) ) "{2};
end
end

end
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5 PROBLEMY

1.

Naleznéte FeSeni rovnice (2.1) pro nasledujici ptipady:

1i. 00202:%,61:1,03:0;
iii. 00:2,61262263:0;
iv. 0020221,6126320.

Rada: Zkoumejte vysledek iterace (2.2), ve které na poc¢atku pouzijte obdélnikovou funkei ¢g(z) =
1,0<z<1.

Pomoci ziskanych skélovacich funkci vygenerujte wavelety. Viz vztah (2.12), kde N je pocet nenu-

lovych waveletovych koeficientt (Pozor, v pfipadu (iv) je N = 3).

Haartiv wavelet (i) je nejjednodussi uzivany wavelet. PovSimnéte si, Ze
1 1
/ W ()W (22) da = / W (@)W (22 —1) da = 0,
0 0

takze se jedna o ortogonalni wavelet. Wavelet obrdceny mexicky klobouk (ii) neni ortogonalni, nebot

napft.

2
/ W (2)W (22) dx # 0.
0
Vysledky z (iii) a (iv) jsou kuriozity. Delta funkce z (iii) a hfebenova funkce (iv) neposkytuji

uziteénou bézi funkci pro rozklad signalu.

Vysledky:
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iii. ¢(x) = d(x),

iv. ¢(z) je hfebenova funkce na intervalu 0 < x < 2, pro kterou plati, ze f02 () de = 1.
Odpovidajici wavelety jsou nasledujici:

i. Haar: W(z) = -1, 0<z <3, W)=+l 3 <z<]1,

ii. Obraceny mexicky klobouk: W(z) =z, 0 < z < %, W(x) = 2 — 3z, % < x <1 a jeho

zrcadlovy obraz okolo x =1 pro 1 < x < 2.
ii. W(x) =d(x),

iv. W(z) = ¢(z).

2.

Rekursivni metoda je metoda, ve které miize byt presné urcen jeden nebo vice ¢lent posloupnosti,
pokud jsou zndmy ¢leny ostatni. Misto hledani skalovaci funkce ¢(z) itera¢né, dokud neni splnéno
konvergenc¢ni kritérium, lze pouzit alternativni postup, ktery spociva v nalezeni presnych dil¢ich
hodnot ¢(z) a navrzeni rekursivniho schematu, kterym se vSechny ostatni hodnoty z téchto pfesnych

hodnot naleznou.

Uvazujme definici (2.1) zapsanou v kompaktnim tvaru

3

¢($) = Z Ck¢(2x - k)a

k=0
ze kterého po substituci x za x/2 dostaneme
3
o(x/2) = Z ckp(x — k). (5.1)
k=0

Pokud jsou znamy: ¢(z), ¢p(x — 1), ¢p(z — 2) a ¢(z — 3), potom muzeme ¢(z/2) nalézt presné. Pro
¢tyfi nenulové waveletové koeficienty je ¢(x) nulové pro x < 0 a x > 3 (viz obr. 2.4). Lze dokazat,
ze jde o obecny vysledek. Predpoklddejme, Ze budeme znét ¢(0), ¢(1), ¢(2) a ¢(3). Vime, ze ¢(—1),

¢(4), atd. jsou vSechny nulové. Proto mizeme podle vztahu (5.1) vypocitat

¢(1/2), #(3/2), ¢(5/2).

Opétovnym pouzitim vztahu (5.1) a téchto novych hodnot ziskdme

¢(1/4), ¢(3/4), ¢(5/4), ¢(7/4), #(9/4), #(11/4)
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atd., dokud nejsou nalezena vsechna ¢(x) pro pozadovana x.

Nyni jiz jen zbyva stanovit prvotni hodnoty pro rekursivni schéma, tj. ¢(0), ¢(1), #(2) a ¢(3). Na
obr. 2.4 vidime, ze ¢(0) = ¢(3) = 0. Pouzijme vztah (5.1) k vyjadfeni ¢(1) pomoci ¢(2) a ¢(—1).
Zjistime, ze

(1) 143

$(2) 13

Stejny vysledek obdrzime, pokud pouzijeme vztah (5.1) k vyjadieni ¢(2) pomoci ¢(4) a ¢(1).

Meéfitko ¢(x) je libovolné, zvolme tedy napt.

6(1) = (1+V3) /2

Pouzijte rekurse k ru¢nimu nalezeni

¢(1/4),0(1/2),6(3/4), ..., 6(11/4).

Vytvofte program pro tento vypocet a pouzijte ho k ovéfeni obr. 2.5. Pouzijte vztah (2.5) a ruéné
naleznéte hodnoty W (1), W (3/2), W (2). Potom vytvofte program vyuzivajici této rovnice k vypo-
¢tu W(x) z ¢(x) a zkontrolujte obr. 2.6.

Vysledky:

6(1/2) = (2+V3) /4

$(3/2) =0

6(5/2) = (2 V3) /a

6(1/4) = (5+3v3) /16 ¢(7/4) = (1-3) /8

$(3/4) = (9+5V3) /16 ¢(9/4) = Eg ~ 5V3) /16

6(5/4) = (1+V3) /8 6(11/4) = (5 -3v3) /16

W(1) = (~1+v3) /2 W(3/2) = —/3 W) = (1+v3) /2
3.

Ovéite, ze maticova rovnice (2.7) spravné generuje 10 waveletovych soufadnic uvedenych nad rovnici
(2.7) a zkontrolujte, ze vztah (2.8) produkuje stejné vysledky a je tudiz identicky se vztahem (2.7).
Podobné ovéite, ze vztahy (2.9) a (2.10) poskytuji identické vysledky.
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Je-li P(&) Fourierova transformace skalovaci funkce ¢(x), pak podle vztahu (2.25) je vidy mozné

zapsat P(&) jako nekoneény souéin

P(&) = p(&/2)p(E/4)p(E/8) ... (1/27), (5.2)

kde

1 .
pE) = 2 e (5.3
k
a ¢ jsou waveletové koeficienty, které se objevuji v dilata¢ni rovnici (2.11).

i. VySetiete tvar funkce p(§) pro koeficienty waveletu D4 definované vztahem (2.3). Sestavte
program pro grafické znazornéni realné a imaginarni ¢asti p(§) vzhledem ke £ na intervalu
0<¢<09.

ii. Zkontrolujte podle vztahu (2.9), ze p(§) a (d/d&)p(€) jsou nulové pro & = 7 a ovéite, Ze se to

shoduje s grafem z ¢asti (i).

iii. Zkontrolujte, Ze p(£/2) a jeho derivace jsou nulové pro £ = 27, 6w, 107, atd.; dale ze p(£/4) a
jeho derivace jsou nulové pro { = 4w, 127, 207w, atd.; a ze p(£/8) a jeho derivace jsou nulové
pro £ = 8w, 24w, 407, atd.

iv. Upravte program z ¢asti (i) pro vypocet sou¢inu p(§/2)p(§/4)p(£/8) a vykreslete jeho redlnou

a imaginarni ¢ast na intervalu 0 < ¢ < 35.

5.

Pouzijte program a=wavedn(f,N) k vypoctu waveletovych transformaci pro N = 2, 4, 6, 20
nasledujicich posloupnosti :
LofU) =1,
ii. f(j) = (j/512)* — 2(j/512)° + (j/512)*,
iii. f(j) = sin(2w(j —1)/64),
iv. f(j) = sin(2w(j —1)/50).

kde j nabyva hodnot od 1 do 512. Pro kazdy ptipad vykreslete f a a a zjistéte, jak se méni prvky

a se vzrustajicim poctem waveletovych koeficienti V.

Pro pfipad (ii) vykreslete logip|a(r)| pro N = 2, 4, 6 a 20 a porovnejte. Pro¢ vykazuje vysledek

pro N = 20 sSpicky waveletové amplitudy v mistech z =0 a z =17
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Vypocététe f=iwavedn(a,4), kde a(r) = 0 pro r = 1 az 512 mimo r = 5, 9, 17, 33, 65, 129 a 257, kde
a(r) = 1.

Vysledky:

Uvazujme funkci f(j) jako vysledek vzorkovani funkce f(z) = 22 — 223 + 2%. V bodech x = 0 a
x =1 jsou f(z), f'(x) a f’(x) stejné, ale f"(0) = —12 a f"'(1) = +12. Tedy pii zatoceni signalu

existuje nespojitost, kterd je pfi¢inou lokalnich Spic¢ek v grafu logig|a(r)| vzhledem k 7.

6.

Pouzijte program f=iwavedn(a,N) k vypoctu zpétnych waveletovych transformaci nasledujicich

posloupnosti :

i.

ii.

iii.

iv.

vi.

vii.

7.

a(r) = 0, r = 1 az 512, mimo a(24) = 1 pro N = 2, 4, 6, 10 a 20. VSimnéte si, Ze se
vzristajicim N se méni relativni pozice stfedu waveletu. V této 4. trovni existuje 2¢ = 16

prilehlych waveletii v jednotkovém intervalu. Pro prvni wavelet (nejvice vlevo) plati a(17) = 1.

Vypo¢ététe wavelet, pro ktery a(r) = 0, r = 1 az 512 mimo a(17) = 1, pro N = 20. Délka
waveletu pro N = 20 je 19 intervald, pro které v tomto pfipadé plati Ax = 19/16, takze
wavelet se obtaci okolo intervalu 0 < z < 1. Stred waveletu lezi uprostied 9. intervalu, ktery
je v bodé x = 19/32. Pro 512 bodd je stfed waveletu v bodé 512(19/32) = 304.

Vyznacte souradnici 304 na grafu z predchozi ¢asti.

Pouzijte f(j), j = 1 az 512, vypocitané v ¢asti (ii) a vypoctéte A = mapdn(f, 20). PouZijte
z MATLABu funkci contour pro vykresleni vrstevnicového grafu matice A. Ovéfte, Ze stied
nenulového bloku matice A je 304/2 = 152 a ze lezi na Sesté fadce, coz odpovida ¢tvrté trovni

waveletové transformace.

Vypoctéte zpétnou waveletovou transformaci f(j) pro a(r) =0, r = 1 az 512 mimo a(r) = 1,
r = 17 az 32. VysSetfete tuto funkci, vypoététe A = mapdn(f, 20) a vykreslete jeji vrstevni-

covy graf.

Vypoététe diskrétni Fourierovy transformace F' funkci f z ¢asti (iv) a (v) a porovnejte je tak,
ze vykreslite |F'(j)| vzhledem k j. Zkontrolujte, Ze maximéalni hodnota |F'(j)| z ¢asti (v) se
objevi pii j = 17.

Porovnejte vysledek éasti (v) se sinusovou vlnou stejné amplitudy a faze. Vypoététe jeji DF'T

a nakreslete pro porovnéni s vysledkem ¢ésti (vi).

Vypoctéte inverzni waveletovou transformaci f(j) funkce a(r) = 0, r = 1 az 512 mimo a(33) = 1,

pro N = 20. Porovnejte tuto funkci se sinusovou vlnou, na které je aplikované Gaussovo okénko
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p(j) = exp (—(j — 152)% /1024) sin (27(j — 1) /32), j =1 a2 512,

Vypoctéte diskrétni Fourierovy transformace f(j) a p(j) a porovnejte je. (Vykreslete jejich logarit-

mus absolutnich hodnot.)
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