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Petr Hora
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Úvod

Tato zpráva popisuje vývoj obecného modelu pro š́ı̌reńı vln v kartézském souřadném systému.

V př́ıpadě izotropńıch materiál̊u lze model použ́ıt pro elastické materiály, jedno- a v́ıce-vrstvé

struktury, nerozptylové a rozptylové systémy. Pokud je systém elastický, nerozptylový a kartéz-

ský, může model také poč́ıtat disperzńı křivky pro v́ıcevrstvé anizotropńı systémy.

Podle geometrie a materiálových vlastnost́ı systému model určuje, jaké rezonance mohou v každé

vrstvě existovat (při splněńı okrajových podmı́nek a charakteristik š́ı̌reńı objemových vln). Tyto

rezonance ř́ıd́ı, jak se ultrazvukové vlny budou š́ı̌rit v systému a jaké vlastnosti každá z těchto

vln bude mı́t. Řešeńı vlnovodného problému lež́ı na spojitých čarách nazývaných disperzńı

křivky, které muśı být nalezeny iteračně v prostoru frekvence, vlnového č́ısla a popř. útlumu.

Jakmile jsou řešeńı nalezena a charakteristiky vln určeny, můžeme je použ́ıt k návrhu efektivńıho

nedestruktivńıho testovaćıho systému. Modelováńı popsané v této zprávě vycháźı z praćı, které

začal Mike Lowe ([Low95] a [Low93]), a rozšǐruje ji o analytická řešeńı jednoduchých geometríı.

Pro sestaveńı modelu š́ı̌reńı vln nejprve urč́ıme povahu objemových vln, které mohou existovat

v elastických a visko-elastických izotropńıch materiálech. Jakmile je známa povaha objemových

vln, lze napět́ı a výchylky v libovolné vrstvě vyjádřit pomoćı amplitud všech objemových vln,

které mohou v dané vrstvě existovat. Abychom popsali celý systém jednou rozsáhlou globálńı

matićı, můžeme napět́ı a výchylky na okraj́ıch každé vrstvy sloučit s okrajovými podmı́nkami

systému. Globálńı maticová rovnice je pro daný systém funkćı frekvence (časově proměnná

složka), reálného vlnového č́ısla (prostorově proměnná složka) a popř. útlumu (prostorová mı́ra

tlumeńı). Pro jisté kombinace frekvence, vlnového č́ısla a útlumu se vytvář́ı vlnovodná vlna,

která se š́ı̌ŕı podél osy systému. Tyto platné kombinace mohou být nalezeny řešeńım globálńı

maticové rovnice pro jej́ı modálńı odezvu. Řešeńı muśı být nalezena iteračně měněńım těchto tř́ı

parametr̊u, dokud se nedokonverguje k platnému kořenu. Jakmile je nalezen počátečńı kořen, lze

kořeny lež́ıćı na stejné čáře řešeńı (neboli disperzńı křivce) nalézt
”
stopováńım“. Tento proces

lze potom opakovat pro ostatńı disperzńı křivky.
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Historické pozad́ı

Nejraněǰśı teoríı š́ı̌reńı vln ve v́ıcevrstvém prostřed́ı bylo odvozeńı Lorda Rayleigho [Ray85]

z roku 1885 týkaj́ıćı se postupu vln podél volného povrchu elastického poloprostoru. Odvozeńı

vede na kubickou rovnici, jej́ıž kořeny určuj́ı rychlost š́ı̌ŕıćı se povrchové vlny. Zobecněńı problé-

mu jednoho rozhrańı bylo zpracováno Stoneleym [Sto24] v roce 1924, který popsal vlny putuj́ıćı

podél rozhrańı mezi dvěma r̊uznými elastickými prostřed́ımi. Pozděǰśı studie se věnovaly pod-

mı́nkám, za kterých tyto vlny mohou putovat bez úniku do některého z prostřed́ı (tzv. pravé

módy) [Sch47], a existenci rozptylových mód̊u [Pil72]. V roce 1917 Lamb [Lam17] přidal ještě

jedno rozhrańı a zavedl tak rovinnou vrstvu konečné tloušt’ky. Jeho odvozeńı se týkalo desky

ve vakuu a kořeny jeho dvou rovnic, jedna pro symetrické módy a druhá pro antisymetrické

módy, vedou na známé disperzńı křivky Lambových vln. Love [Lov11] ukázal, že ve vrstvách

konečných tlouštěk jsou možné také transverzńı módy, které vyvolávaj́ı př́ıčný pohyb v rovině

vrstvy. Diskuse o těchto a jiných specifických vrstevnatých geometríıch lze nalézt v literatuře

([EJP57], [Vik70], [FA72], [Bre80] a [BG85]).

Prvńı odvozeńı rovnic pro š́ı̌reńı vln v prostřed́ı sestávaj́ıćım z libovolného počtu rovinných

vrstev bylo publikováno Thomsonem [Tho50] v roce 1950. Thomson zavedl přenosovou matici,

která popisuje výchylky a napět́ı na dolńım okraji vrstvy vzhledem k výchylkám a napět́ım na

horńım okraji vrstvy. Matice pro jednotlivé vrstvy mohou být spojeny do jediné matice celého

systému. Tedy výchylky a napět́ı na dolńım okraji v́ıcevrstvého systému mohou být odvozeny

z výchylek a napět́ı na horńım okraji systému. Modálńı řešeńı a řešeńı odezev může být potom

nalezeno aplikaćı př́ıslušných okrajových podmı́nek. Malá chyba v jeho odvozeńı byla opravena

Haskellem [Has53]. Tato teorie byla vyvinuta pro seismologické aplikace, kde byla věnována

pozornost předevš́ım povrchovým vlnám v prostřed́ı skládaj́ıćıho se z mnoha r̊uzných vrstev

hornin. Protože tato metoda vyjadřuje š́ı̌reńı okrajových podmı́nek z jednoho okraje systému

ke druhému maticovým násobeńım, bývá také někdy nazývána metodou
”
matice š́ı̌reńı“.

Následkem Thomsonovy práce a dosažitelnosti č́ıslicových poč́ıtač̊u byl r̊ust bádáńı v oblasti

modelováńı š́ı̌reńı vln ve v́ıcevrstvém prostřed́ı (předevš́ım v seismologických aplikaćıch). Tyto

modely byly vyč́ıslovány na výpočetńıch prostředćıch, které byly v té době dosti omezené, a

v d̊usledku toho se řada publikaćı, zejména během 60-tých let, věnuje implementaci metody

přenosové matice na konkrétńım výpočetńım prostředku s ohledem na maximálńı efektivnost

([PHS61], [Ran67], [Wat70] a [SK72]).

Daľśı vývoj teorie, kterému byla věnována značná pozornost, se ub́ıral cestou modelováńı vln,

jejichž amplituda se zmenšovala (tlumila) s rostoućı vzdálenost́ı podél desky. To bylo d̊uležité

částečně kv̊uli tlumı́ćım vlastnostem zemských vrstev, ale hlavně kv̊uli touze modelovat módy
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rozptylných (leaky) vln ve vrstvách hornin. Tyto módy rozptyluj́ı energii do sousedńıch vrstev a

jejich amplitudy se tedy během š́ı̌reńı zmenšuj́ı. Takováto řešeńı nebyla s p̊uvodńı teoríı možná

a vyžádala si zavedeńı reálného exponenciálńıho činitele do vlnové rovnice, čehož se dosáhlo

komplexńı frekvenćı nebo komplexńım vlnovým č́ıslem ([SK72], [BEPS51], [Ros60], [Phi61a],

[Phi61b], [AA64], [Gil64], [LFL65], [CWB70], [Als70], [Dai71], [SK71] a [Wat72]).

Během raného vývoje metody přenosové matice vyvstal d̊uležitý problém, který se týkal nesta-

bility řešeńı při výskytu vrstev značné tloušt’ky za současného požadavku vysokých frekvenćı

[Dun65]. Tento problém se stal známý pod názvem
”
problém velkého fd“ (f je frekvence a d je

tloušt’ka vrstvy) a byl předmětem úsiĺı mnoha výzkumů po dvě desetilet́ı. Př́ıčinou problému je

špatná podmı́něnost matice š́ı̌reńı, která je vyvolána kombinaćı jak klesaj́ıćıch, tak rostoućıch

koeficient̊u v př́ıpadě výskytu nehomogenńıch vln. Problémy se špatnou podmı́něnost́ı matic

jsou dobře známé, ale pohledy se lǐśı, pokud jde o vhodné řešeńı. Nepochybně je odpověd’

závislá na dané aplikaci. Jeden př́ıstup, poprvé navržený Dunkinem [Dun65] a později v r̊uzných

formách následován daľśımi ([Thr65], [GB66], [Kin76], [Kin78], [Abo79], [Men79], [KM85],

[KMW85], [Eva86], [MK87], [LP92], [CH94], [CH93] a [HC93]), je zachovat koncept přenosových

matic, ale přetř́ıdit rovnice tak, aby se matice nestala špatně podmı́něnou. Tato technika za-

chová výhodu malé systémové matice, ale ztrat́ı koncepčńı jednoduchost Thomson-Haskellovy

formulace. Alternativńı, avšak zcela odlǐsný, př́ıstup je využ́ıt metodu
”
globálńı matice“, navrže-

nou p̊uvodně Knopoffem [Kno64], u které se sestavuje rozlehlá matice z rovnic všech vrstev

([Ran67], [Sch70], [CHT84], [SJ85a], [SJ85b], [ST86], [Mal88], [Pia92] a [Low93]). Tato tech-

nika je robustńı a může být jednoduše implementována, avšak může být relativně pomalá na

výpočet, pokud existuje mnoho vrstev a matice je tud́ıž rozsáhlá.

Řešeńı odezvy maticových rovnic vede na odezvu ustáleného stavu rovinných vln v́ıcevrstvé

desky na buzeńı rovinnou vlnou. V rané historii těchto technik se badatelé hlavně soustředili na

simulaci odezvy pro konečné trváńı buzeńı v bodě (nebo bodech) uvnitř vrstvy. Tato odezva pro

bodový zdroj může být předpovězena integraćı mnoha řešeńı pro rovinnou vlnu přes vlnové č́ıslo

a frekvenci ([Ros60], [Gil64], [LFL65], [Wat72], [SJ85b], [DD80], [Fra83], [Ken83] a [XM87]).

Abychom zahrnuli útlum mód̊u vln, lze integraci přes vlnové č́ıslo vykonat použit́ım Greenovy

funkce podél cesty v komplexńı rovině vlnového č́ısla. V současné době se v ultrazvukových ap-

likaćıch hlavńı zájem soustřed’uje na simulace odezvy v́ıcevrstvých desek pro sńımače konečných

rozměr̊u. Toho lze dosáhnout integraćı přes vlnové č́ıslo a frekvenci ([Pia92], [CNB82], [CN89]

a [PC91]).

Modálńı řešeńı maticových rovnic popisuje vlastnosti, tzn. rychlosti, frekvence a činitele útlumu

vln, š́ı̌reńı vln ve v́ıcevrstvé desce. Řešeńı vyžaduje určeńı kořen̊u charakteristické funkce, která

se źıská z matic vrstev a záviśı na vlnovém č́ısle a frekvenci. Výpočet modálńıho řešeńı je
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poněkud obt́ıžněǰśı než výpočet odezev rovinných vln a je zejména náročný, pokud je třeba

nalézt útlumové módy, tzn. vlnové č́ıslo (nebo frekvence) je komplexńı. Modálńı modely jsou

hojně použ́ıvány jak v seismologických, tak ultrazvukových aplikaćıch. Avšak v literatuře, která

diskutuje strategii řešeńı ([Has53], [PHS61], [SK71], [Abo79], [MK87], [Sch70], [Mal88], [Low93],

[SK70], [CD77], [Pil85] a [DK89]), je většina implementaćı omezena na pravé módy.

Maticové techniky se s oblibou použ́ıvaj́ı pro modelováńı ultrazvuku ve v́ıcevrstvých deskách

už v́ıce jak dvě desetilet́ı. Komunita ultrazvukových badatel̊u rozsáhle využ́ıvala výsledky

dř́ıvěǰśıho vývoje, ale v posledńı době také výrazně přisṕıvá k vývoji těchto technik, jak je zřejmé

z významného počtu referenćı citovaných výše. V současnosti jsou hlavńımi oblastmi vývoje

těchto technik v oblasti ultrazvuku vizkoelastických a anizotropńıch prostřed́ı, zejména kom-

pozity, ([CH94], [CH93], [HC93], [NC88a], [NC88b], [NC91], [CC91], [DR91], [Hos91], [Nay91],

[CN90b], [NT90], [CN90a] a [Nay89]).
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1 Vlnové rovnice v izotropńım prosťred́ı

Před odvozeńım rovnic, které popisuj́ı chováńı vrstevnatého prostřed́ı, je d̊uležité pochopit

principy š́ı̌reńı vln v neohraničeném prostřed́ı, neboli potřebujeme znát objemové (celkové)

chováńı materiálu. Tato informace může být snadno nalezena ve většině učebnic na dané téma

([MF53], [Aul90] a [Kre93]), ale pro kompletnost je zde zopakována.

Eulerovu pohybovou rovnici můžeme odvodit, vyjdeme-li z druhého Newtonova zákona a prin-

cipu zachováńı hmoty pro libovolný objem uvnitř elastického pevného tělesa. Eulerova pohy-

bová rovnice spolu váže pole výchylek u (r, t), které je funkćı polohy r, a času, t, a napět’ovou

dyádu,
−→−→σ (dvourozměrné vektorové pole) následuj́ıćım zp̊usobem:

ρ
∂2u
∂t2

= ∇ · −→−→σ (1.1)

kdy se předpokládá, že hustota materiálu dané vrstvy, ρ, je konstantńı, materiál je lineárńı

elastický a objemové śıly (např. gravitace) jsou zanedbatelné. Zobecněný Hook̊uv zákon potom

spolu váže napět’ovou dyádu,
−→−→σ , a elastické konstanty materiálu. Z teorie pružnosti vyplývá,

že pro homogenńı, izotropńı materiál se 21 možných složek tenzoru elastické tuhosti redukuje

na dvě materiálové konstanty, λ a µ, které se nazývaj́ı Lamého konstanty (Viz např. [Aul90]).

V tomto př́ıpadě se Hook̊uv zákon zjednoduš́ı na

−→−→σ = λI∇ · u + µ (∇u + u∇) (1.2)

kde I je jednotková matice.

Kombinace dvou předchoźıch rovnic vede na Navierovu výchylkovou pohybovou rovnici pro

izotropńı, elastické médium, která v invariantńım tvaru zńı:

(λ+ µ)∇∇ · u + µ∇2u = ρ
∂2u
∂t2

. (1.3)
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Tuto rovnici lze také psát jako,

dilatace︷ ︸︸ ︷
(λ+ 2µ)∇ (∇ · u) +

rotace︷ ︸︸ ︷
µ∇× (∇× u) = ρ

∂2u
∂t2

(1.4)

kde u je vektor výchylek, ρ je hustota, λ a µ jsou Lamého konstanty a ∇2 je tř́ırozměrný

Laplace̊uv operátor. Ve druhém tvaru, (λ+ 2µ)∇ (∇ · u) představuje dilatačńı (kompresńı)

část a µ∇× (∇× u) představuje rotačńı (ekvivolumetrickou) část řešeńı.

Materiálové tlumeńı může být zavedeno do systému mnoha zp̊usoby. Pro námi zkoumané

systémy, které maj́ı malé dynamické výchylky, je odpov́ıdaj́ıćı reprezentaćı chováńı materiálu

tlumı́ćı śıla, která je lineárńı funkćı rychlosti. Tento popis tlumeńı, známý jako Kelvin-Voigt̊uv

visko-elastický model, bývá často použ́ıván v ultrazvukových modelech ([SK72], [SK71], [CH94],

[HC93], [SJ85a], [SJ85b], [ST86], [Pia92], [LC93], [XM87], [CC91], [Des91], [Hos91], [MM85] a

[Low95]).

Materiálové tlumeńı zavedeme nahrazeńım Laméových konstant λ a µ následuj́ıćımi operátory:

λ se stane λ+
λ′

ω

∂

∂t
a µ se stane µ+

µ′

ω

∂

∂t
(1.5)

kde konstanty λ′ a µ′ jsou visko-elastické materiálové konstanty a ω je frekvence. Visko-

elastický model se redukuje na model elastický, pokud jsou visko-elastické konstanty rovny

nule. Výchylková pohybová rovnice (1.4) může být pak vyjádřena,

(λ+ µ)∇ (∇ · u) + µ∇2u +

(
λ′ + µ′

ω

)
∇
(
∇ · ∂

∂t

)
+

(
µ′

ω

)
∇2∂u

∂t
= ρ

∂2u
∂t2

. (1.6)

Použit́ım Helmholtzovy dekompozice ([MF53] str. 52-53) může být tř́ırozměrný vektor výchylek

v rovnici (1.4), u, který je konečný, uniformńı, spojitý a zanedbatelný v nekonečnu, vyjádřen

jako suma kompresńıho skalárńıho potenciálu, φ, a ekvivolumetrického vektorového potenciálu,

H,

u = ∇φ+∇×H (1.7)

s

∇ ·H = F (r, t)

kde F je funkce vektoru souřadnic, r, a času, t. Gazis [Gaz59] poukázal, že funkce F může

být vybrána libovolně ([Gaz59], str. 207-211). Jinými slovy, relace mezi poli a potenciály neńı
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jednoznačná. Pokud χ splňuje př́ıslušné okrajové podmı́nky, může být skalárńı potenciál, φ,

nahrazen výrazemφ′ + (1/c) (∂χ/∂t) a vektorový potenciál, H, výrazem H′ − ∇χ. Tyto nové

potenciály reprezentuj́ı stejné pole. F (r, t) voĺıme identicky rovno nule, což má za d̊usledek,

že ekvivolumetrický vektorový potenciál má nulovou divergenci, tedy toto pole je solenoidálńı,

tj. v oblasti neexistuj́ı žádné zdroje nebo pohlcovače energie. Specifikace divergence posky-

tuje potřebnou dodatečnou podmı́nku pro jednoznačné určeńı tř́ı složek u ze čtyř složek dvou

potenciál̊u, které byly zavedeny Helmholtzovou dekompozićı.

Substitućı výrazu pro u do Navierovy pohybové rovnice (1.4) a použit́ı následuj́ıćıch identit:

∇ · ∇φ = ∇2φ, ∇2 (∇φ) = ∇ (∇2φ) , ∇ · ∇ ×H = 0

konečně dostáváme

∇
[
(λ+ 2µ)∇2φ− ρ∂

2φ

∂t2

]
+∇×

(
µ∇2H− ρ∂

2H
∂t2

)
= 0. (1.8)

Tato rovnice je splněna, pokud oba z člen̊u vymiźı, což vede na standardńı rovnice:

c2
1∇2φ =

∂2φ

∂t2

c2
2∇2H =

∂2H
∂t2

(1.9)

kde

c1 =

√
λ+ 2µ− i (λ′ + 2µ′)

ρ

c2 =

√
µ− iµ′
ρ

(1.10)

nebo je-li materiál elastický,

c1 =

√
λ+ 2µ
ρ

, c2 =

√
µ

ρ
(1.11)
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2 Š́ı̌reńı vln v izotropńıch materiálech

pro p̌ŕıpad kartézské soǔradné soustavy

Nejprve budeme uvažovat š́ı̌reńı vln v izotropńı rovinné desce [Low95].

Rovnice poĺı pro výchylky a napět́ı v rovinné izotropńı elastické pevné vrstvě mohou být

vyjádřeny jako superpozice poĺı čtyř objemových vln uvnitř vrstvy. Př́ıstup proto spoč́ıvá

v odvozeńı rovnic poĺı pro objemové vlny, které jsou řešeńım vlnové rovnice v neohraničeném

prostřed́ı, a následném zavedeńı okrajových podmı́nek na rozhrańıch mezi dvěma vrstvami

(Snell̊uv zákon). T́ım se definuj́ı pravidla pro vazbu mezi vrstvami a pravidla pro superpozici

objemových vln. Analýza vrstev je omezena na dva rozměry s požadavkem rovinného přetvořeńı

(plane strain) a pohybem pouze v této rovině.
”
SH“ módy zde nebudeme zkoumat.

2.1 Rovinné vlny v neohraničeném elastickém prosťred́ı

Odvozeńı pohybových rovnic pro neohraničené elastické prostřed́ı je obsaženo v mnoha učebnićıch

([Bre80], [BG85] a [Kol63]). Obvyklým př́ıstupem je zač́ıt s infinitesimálńı krychličkou v neohrani-

čeném elastickém izotropńım prostřed́ı hustoty ρ. Využijeme kartézský souřadný systém s výchyl-

kami u (u1, u2 a u3) v souřadném systému x (x1, x2 a x3). S použit́ım druhého Newtonova

zákona můžeme pro podmı́nky rovnováhy psát:

ρ
∂2u1

∂t2
=

∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
+
∂σ13

∂x3

ρ
∂2u2

∂t2
=

∂σ21

∂x1
+
∂σ22

∂x2
+
∂σ23

∂x3

ρ
∂2u3

∂t2
=

∂σ31

∂x1
+
∂σ32

∂x2
+
∂σ33

∂x3
(2.1)
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kde σ11, σ12, atd. jsou složky napět́ı p̊usob́ıćı na strany krychličky a t je čas.

Toto jsou základńı napět’ové pohybové rovnice pro elastické prostřed́ı. Vhodněǰśı je vyjádřit

si tyto rovnice pomoćı výchylek, k čemuž potřebujeme následuj́ıćı rovnice, které vážou napět́ı

s přetvořeńım a přetvořeńı s výchylkou:

σ11 = λ∆ + 2µε11,

σ12 = µε12,

ε11 =
∂u1

∂x1
,

ε12 =
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1
,

σ22 = λ∆ + 2µε22,

σ23 = µε23,

ε22 =
∂u2

∂x2
,

ε23 =
∂u2

∂x3
+
∂u3

∂x2
,

σ33 = λ∆ + 2µε33,

σ13 = µε13,

ε33 =
∂u3

∂x3
,

ε13 =
∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1
, (2.2)

kde λ a µ jsou Lamého elastické konstanty a ∆ = ε11 + ε22 + ε33 je změna objemu (dilatace)

elementu.

Substituce vede na výchylkovou pohybovou rovnici:

ρ
∂2u1

∂t2
= (λ+ µ)

∂

∂x1

(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3

)
+ µ∇2∂u1

ρ
∂2u2

∂t2
= (λ+ µ)

∂

∂x2

(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3

)
+ µ∇2∂u2

ρ
∂2u3

∂t2
= (λ+ µ)

∂

∂x3

(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3

)
+ µ∇2∂u3 (2.3)

kterou lze vyjádřit ve vektorovém tvaru:

ρ
∂2u
∂t2

= (λ+ µ)∇ (∇ · u) + µ∇2u (2.4)

kde ∇ je vektorový operátor (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3) a ∇2 je skalárńı operátor (∂2/∂x2
1 +∂2/∂x2

2

+∂2/∂x2
3).

Tato rovnice nemůže být integrována př́ımo; vhodnost předpokládaného tvaru řešeńı se muśı

kontrolovat derivováńım a substitućı. Předpokládá se, že vlnové čelo je nekonečná rovina, která

je kolmá na směr š́ı̌reńı, viz obr. 2.1. Dále se předpokládá, že v libovolném mı́stě ve směru š́ı̌reńı

a v libovolném okamžiku, jsou všechny výchylky v rovině vlnového čela stejné. T́ım se definuje

homogenńı rovinná vlna. Za těchto předpoklad̊u existuj́ı dvě řešeńı, jedno pro
”
longitudinálńı“
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vlny a druhé pro
”
př́ıčné“ vlny. Částice se u longitudinálńıch vln pohybuj́ı pouze ve směru š́ı̌reńı

a vlnový pohyb spoč́ıvá pouze ve změně objemu (dilatace). Částice se u př́ıčných vln pohybuj́ı

kolmo na směr š́ı̌reńı a pohyb spoč́ıvá v rotaci média bez změny objemu. Vhodný zp̊usob

prezentace řešeńı ve vektorovém tvaru je Helmholtzova metoda [Mal69], ve které longitudinálńı

vlny (L) jsou popsány skalárńı funkćı φ a př́ıčné vlny (S ) vektorovou funkćı H, jej́ıž směr je

kolmý jak na směr š́ı̌reńı vln, tak na směr pohybu částic:

φ = ALe
i(k·x−ωt)

|H| = ASe
i(k·x−ωt) (2.5)

Zde AL a AS jsou longitudinálńı a př́ıčné vlnové amplitudy, k je vektor vlnových č́ısel a ω je

úhlová frekvence. Vektor vlnových č́ısel má směr š́ı̌reńı vlny a popisuje jej́ı vlnovou délku a

rychlost.

Vlnová délka =
2π
|k|

Rychlost = c =
ω

|k|
(2.6)

Vlnové č́ıslo je ilustrováno na obr. 2.1. Pro zobecněńı můžeme uvažovat vlnové amplitudy

jako komplexńı veličiny ALe
iψ, ASeiψ, kde ψ je fáze vlny v prostorovém a časovém počátku

x = 0, t = 0 .

Pole výchylek je dáno těmito operacemi:

u = ∇φ︸︷︷︸
uL

+∇×H︸ ︷︷ ︸
uS

(2.7)

kde × označuje vektorový součin, ∇φ odpov́ıdá dilatačńımu (longitudinálńımu) pohybu a

∇×H odpov́ıdá ekvivolumetrickému (př́ıčnému) pohybu. Substitućı do pohybové rovnice (2.4)

obdrž́ıme rychlosti vln, c1 a c2 jako funkce materiálových konstant:

c1 =

√
λ+ 2µ
ρ

=

√√√√ E (1− ν)
ρ (1 + ν) (1− 2ν)

c2 =

√
µ

ρ
=

√
E

2ρ (1 + ν)
(2.8)

kde E je Young̊uv modul pružnosti a ν je Poissonovo č́ıslo.
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Obrázek 2.1: Š́ı̌reńı rovinné vlny v neohraničeném elastickém prostřed́ı s vektorem vlnového
č́ısla, k.

2.2 Rovinné vlny ve dvourozměrném prostoru

Ve v́ıcevrstvém deskovém modelu se obvykle předpokládá, že vlnové délky jsou podstatně

menš́ı než š́ı̌rka desky a š́ı̌rka vlnových poĺı a tedy, že předpoklad rovinného přetvořeńı je

platný. Souřadný systém může být potom redukován na rovinu definovanou směrem š́ı̌reńı vln

a normálou k desce. V našem př́ıpadě je tedy rovina definována osou x1, která je rovnoběžná

s deskou, a osou x2, která je kolmá na desku. Obr. 2.2 ilustruje souřadný systém, který bude

použit pro desku, ačkoliv v tomto stádiu nebudeme uvažovat žádná rozhrańı mezi vrstvami

ani žádné okraje desky. Při rovinném přetvořeńı se žádná veličina vzhledem ke směru osy x3

neměńı, tj. ∂/∂x3 = 0. Dále, jak je obvyklé v ultrazvukových aplikaćıch, je model omezen

na vlny, u nichž se pohyb částic odehrává pouze v rovině u3 = 0, tedy vylučujeme Loveho

módy [Lov11]. Modelováńı Loveho mód̊u vyžaduje pouze malé změny v odvozeńıch a může

být odvozeno za pomoci seismologické literatury, kde je jim věnováno v́ıce pozornosti ([FA72],

[SK72], [SK71], [SK70] a [Sch80]).

Z rovnice (2.7) plynou pro výchylky longitudinálńıch a př́ıčných vln vztahy:
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uL = ∇φ =


k1

k2

0

ALei(k·x−ωt)

uS = ∇×H =


∂
∂x1
∂
∂x2
∂
∂x3

×


0

0

H3

 =


k2

−k1

0

ASei(k·x−ωt) (2.9)

ve kterých vektorový potenciál H mı́̌ŕı ve směru osy x3, tj. pohyb částic se odehrává v rovině

x1x2.
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Obrázek 2.2: Systém značeńı pro v́ıcevrstvou desku.

2.3 Superpozice rovinných vln ve vrstevnaté desce

Vývoj modelu pro vlnový pohyb ve v́ıcevrstvé desce je dokončen superpozićı longitudinálńıch

a př́ıčných objemových vln a zavedeńım okrajových podmı́nek na rozhrańı mezi vrstvami. Na

každém rozhrańı se předpokládá osm vln: longitudinálńı (dilatačńı) a př́ıčné (ekvivolumetrické)

vlny dopadaj́ıćı na rozhrańı shora a procházej́ıćı dol̊u (L+, S+) a podobně longitudinálńı (di-

latačńı) a př́ıčné (ekvivolumetrické) vlny dopadaj́ıćı na rozhrańı zdola a procházej́ıćı nahoru
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(L-, S-). Existuj́ı tedy v každé vrstvě v́ıcevrstvé desky čtyři vlny (Obr. 2.2). Snell̊uv zákon pro

interakci vln vyžaduje, aby všechny vlny měly na každém rozhrańı stejnou frekvenci a pros-

torové vlastnosti ve směru osy x1. Z toho vyplývá, že všechny výchylkové a napět’ové rovnice

maj́ı stejné ω a stejnou k1 = ξ složku vlnového č́ısla (
”
deskové vlnové č́ıslo“), která je projekćı

vektoru vlnového č́ısla objemové vlny do rozhrańı. Všechny rovnice poĺı pro všechna mı́sta ve

všech vrstvách tedy obsahuj́ı následuj́ıćı faktor, F , který je vzhledem k systému invariantńı:

F = ei(ξx1−ωt) (2.10)

Toto váže úhly dopadu, lomu a odrazu homogenńıch objemových vln ve vrstvách s rychlostmi

těchto objemových vln následuj́ıćım vztahem:

ξ

ω
=

1
cph

=
sin (θL)
c1

=
sin (θS)
c2

(2.11)

kde θL a θS jsou úhly, pod kterými se š́ı̌ŕı longitudinálńı a př́ıčné objemové vlny vzhledem

k normále vrstev (směr osy x2). Invariant cph je projekce rychlost́ı objemové vlny ve směru osy

x1 a vzhledem k modálńım řešeńım se jedná o fázovou rychlost š́ı̌ŕıćıch se vln. S použit́ım rovnic

(2.6) a (2.8) lze také vyjádřit pomoćı deskového vlnového č́ısla (ξ = k1) a rychlosti objemových

vln, c1 a c2, složky k2 objemových vln v každé vrstvě :

k2L± = ±
√
ω2

c2
1
− ξ2

k2S± = ±
√
ω2

c2
2
− ξ2 (2.12)

Znaménka + a - opět označuj́ı vlny putuj́ıćı ve směru kladné (
”
dol̊u“) resp. záporné (

”
nahoru“)

osy x2. Pokud je ω2/c2
1 větš́ı než ξ2, pak k2 je reálné a vlna je homogenńı a putuje pod nějakým

nenulovým úhlem vzhledem ke směru osy x1. Pokud je ω2/c2
1 menš́ı než ξ2, pak k2 je výhradně

imaginárńı a vlna je nehomogenńı, neboli
”
zanikaj́ıćı“, a putuje ve směru osy x1 a amplituda

se j́ı tlumı́ ve směru osy x2.

Použijeme-li rovnice poĺı, můžeme z amplitud objemových vln zjistit výchylky a napět́ı v libo-

volném mı́stě ve vrstvě:
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Pro longitudinálńı objemové vlny:

u1 = ξAL±Fe
±iζ1y

u2 = ±ζ1AL±Fe
±iζ1y

σ11 = iρ
(
ω2 − 2c2

2ζ
2
1

)
AL±Fe

±iζ1y

σ22 = iρ
(
ω2 − 2c2

2ξ
2
)
AL±Fe

±iζ1y

σ33 = iρω2
(
1− 2c2

2/c
2
1

)
AL±Fe

±iζ1y

σ12 = ±2iρc2
2ξζ1AL±Fe

±iζ1y

σ13 = σ23 = 0

Pro př́ıčné objemové vlny:

u1 = ±ζ2AS±Fe
±iζ2y

u2 = −ξAS±Fe±iζ2y

σ11 = ±2iρc2
2ξζ2AS±Fe

±iζ2y

σ22 = −σ11 (2.13)

σ33 = 0

σ12 = iρ
(
ω2 − 2c2

2ξ
)
AS±Fe

±iζ2y

σ13 = σ23 = 0

kde ζ1 =
√
ω2/c2

1 − ξ2 a ζ2 =
√
ω2/c2

2 − ξ2.

Výchylky a napět́ı v libovolném mı́stě ve vrstvě mohou být tedy nalezeny sumaćı př́ıspěvk̊u

vyvolaných čtyřmi vlnovými složkami ve vrstvě. Pro v́ıcevrstvý systém jsou zaj́ımavé ty veličiny,

které muśı být spojité na rozhrańı: dvě složky výchylky, u1 a u2, normálové napět́ı, σ22, a

smykové napět́ı, σ12. Provedeme-li vhodnou substituci,

gζ1 = eiζ1x2 gζ2 = eiζ2x2 (2.14)

a zanedbáme společný faktor, F , můžeme veličiny pole ve vrstvě vyjádřit maticovou rovnićı:


u1

u2

σ22

σ12

 =



ξgζ1
ξ
gζ1

ζ2gζ2 − ζ2
gζ2

ζ1gζ1 − ζ1
gζ1

−ξgζ2 − ξ
gζ2

iρ (ω2 − 2c2
2ξ

2) gζ1
iρ(ω2−2c22ξ

2)
gζ1

−2iρξc2
2ζ2gζ2

2iρξc22ζ2
gζ2

2iρξc2
2ζ1gζ1

−2iρξc22ζ1
gζ1

iρ (ω2 − 2c2
2ξ

2) gζ2
iρ(ω2−2c22ξ

2)
gζ2




AL+

AL−

AS+

AS−


(2.15)

Matice v rovnici (2.15) je matice pole, která popisuje vazbu mezi vlnovými amplitudami a

výchylkami a napět́ımi v libovolném mı́stě v libovolné vrstvě. Jej́ı koeficienty záviśı na př́ıčném

umı́stěńı v desce (x2), materiálových vlastnostech vrstvy v daném mı́stě (ρ, c1 a c2), frekvenci

(ω) a invariantńım deskovém vlnovém č́ısle (ξ = k1). Počátek souřadnice x2 může být

umı́stěn libovolně a může být dokonce pro každou vrstvu jiný, protože fázový

rozd́ıl mezi vrstvami může být zahrnut do fáze komplexńıch vlnových amplitud.

Matici pole budeme označovat zkratkou [D].
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3 Metoda p̌renosové matice

pro elastické vlny a pravé módy

Základem metody přenosové matice je postupná kondenzace v́ıcevrstvého systému až na množi-

nu čtyř rovnic, které vážou okrajové podmı́nky na prvńım rozhrańı s okrajovými podmı́nkami

na posledńım rozhrańı. Při tomto procesu jsou eliminovány rovnice pro vnitřńı rozhrańı, takže

pole ve všech vrstvách desky jsou popsána výhradně veličinami vněǰśıch okrajových podmı́nek.

Základńı princip popisu vrstevnatého prostřed́ı přenosovou matićı se připisuje Thomsonovi

[Tho50], který ukázal, že k popisu přenosu vln skrz libovolný počet vrstev lze použ́ıt matice.

Haskell [Has53] následně opravil chybu v Thomsonově článku a ukázal, že metodu lze použ́ıt

k nalezeńı modálńıch řešeńı pro povrchové vlny.

Obrázek 2.2 znázorňuje systém značeńı, který bude použ́ıván v následuj́ıćım výkladu. Pro

ilustraci je uveden systém o pěti vrstvách, který se skládá z tř́ıvrstvé desky a dvou polopros-

tor̊u. Poloprostory považujeme také za vrstvy, i když se jedná o vakuum. Vrstvy systému jsou

označené l1 až l5 a rozhrańı i1 až i4. Ačkoliv orientace desky v prostoru je libovolná, je vhodné

odkazovat se na vrstvy pomoćı jejich vertikálńı pozice v systéme a na rozhrańı pomoćı horńıch

a dolńıch povrch̊u jednotlivých vrstev, jak je uvedeno na obrázku 2.2. Každá vrstva má sv̊uj

vlastńı počátek osy x2 definovaný svým horńım rozhrańım, kromě prvńı vrstvy (l1), která má

počátek na rozhrańı s druhou vrstvou (l2), abychom nemuseli mı́t počátek v −∞.

Předpokládejme, že výchylky a napět́ı na prvńım rozhrańı (l1) jsou známy. Amplitudy čtyř vln

v horńı vrstvě l2 lze naj́ıt invertováńım matice [D]:


A(L+)

A(L−)

A(S+)

A(S−)


l2

= [D]−1
l2,top


u1

u2

σ22

σ12


l2,top

(3.1)
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Výchylky a napět́ı na dně této vrstvu, tj. na druhém rozhrańı (i2), lze naj́ıt z vlnových amplitud

ve vrstvě l2:


u1

u2

σ22

σ12


l2,bottom

= [D]
l2,bottom · [D]−1

l2,top


u1

u2

σ22

σ12


l2,top

(3.2)

Maticový součin v této rovnici nyńı váže výchylky a napět́ı mezi horńım a dolńım povrchem

jedné vrstvy a budeme se na něj odkazovat jako na matici vrstvy, [L]. Pro př́ıpad druhé vrstvy

máme:

[L]l2 = [D]
l2bottom · [D]−1

l2,top (3.3)

Inverze matice [D] může být vyjádřena explicitně ([Has53], [Low93] a [Hos91]) a lze tedy expli-

citně vyjádřit i koeficienty matice [L], což je výhodné zejména pro analytické studie. Koeficienty

jsou:

L11 =
β2k2

1

ω2

(
gα +

1
gα

)
+

B

2ω2

(
gβ +

1
gβ

)

L12 =
k1B

2ω2Cα

(
gα −

1
gα

)
+
k1β

2Cβ
2ω2

(
−gβ +

1
gβ

)

L13 =
k1

2iω2ρ

(
gα +

1
gα
− gβ −

1
gβ

)

L14 =
k2

1

2iω2ρCα

(
gα −

1
gα

)
+

Cβ
2iω2ρ

(
gβ −

1
gβ

)

L21 =
Cαβ

2k1

ω2

(
gα −

1
gα

)
+

Bk1

2ω2Cβ

(
−gβ +

1
gβ

)

L22 =
B

2ω2

(
gα +

1
gα

)
+
β2k2

1

ω2

(
gβ +

1
gβ

)

L23 =
Cα

2iω2ρ

(
gα −

1
gα

)
+

k2
1

2iω2ρCβ

(
gβ −

1
gβ

)
L24 = L13

L31 =
iρBβ2k1

ω2

(
gα +

1
gα
− gβ −

1
gβ

)

L32 =
iρB2

2ω2Cα

(
gα −

1
gα

)
+

2iρβ4k2
1Cβ

ω2

(
gβ −

1
gβ

)
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L33 = L22

L34 = L12

L41 =
2iρβ4k2

1Cα
ω2

(
gα −

1
gα

)
+

iρB2

2ω2Cβ

(
gβ −

1
gβ

)
L42 = L31

L43 = L21

L44 = L11 (3.4)

Výchylky a napět́ı muśı být na
”
svařeném“ rozhrańı mezi vrstvami spojité. Tedy


u1

u2

σ22

σ12


l3,top

=


u1

u2

σ22

σ12


l2,bottom

= [L]l2


u1

u2

σ22

σ12


l2,top

(3.5)

Tento proces můžeme postupně provádět pro všechny následuj́ıćı vrstvy. Výsledkem je rovnice:


u1

u2

σ22

σ12


ln,top

= [S]


u1

u2

σ22

σ12


l2,top

(3.6)

kde n je č́ıslo posledńı vrstvy (v našem př́ıpadě 5) a [S] je matice systému, vytvořená maticovým

součinem jednotlivých matic vrstev:

[S] = [L]l2 [L]l3 · · · [L]l(n−1) (3.7)

Pokud poloprostor neńı vakuum, je účelněǰśı popsat hranici systému pomoćı vln v poloprostoru,

než výchylkami a napět́ımi. Pro př́ıpad, že oba poloprostory jsou tuhé, dostaneme následuj́ıćı

rovnici systému:
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
A(L+)

A(L−)

A(S+)

A(S−)


ln

= [D]−1
ln,top [S] [D]l1,(x2=0)


A(L+)

A(L−)

A(S+)

A(S−)


l1

(3.8)

3.1 Řešeńı odezvy

Pro řešeńı odezvy nekonečné rovinné vlny pro desku uloženou v tuhém prostřed́ı muśı být

známy čtyři z osmi vlnových amplitud v rovnici (3.8), což nám umožńı nalézt zbývaj́ıćı čtyři

př́ımou manipulaćı s touto rovnićı. Většinou se předpokládá, že jedna ze čtyř dopadaj́ıćıch

(vstupńıch) vln má jednotkovou amplitudu a ostatńı jsou nulové. Koeficienty odrazu a prostupu

rovinné vlny jsou potom dány amplitudami čtyř výstupńıch vln. Pokud je deska ponořena do

kapaliny, měli bychom správně všechny rovnice přepsat, abychom vyloučili možnost př́ıčných

vln v kapalinách (také pokud je jedna z vrstev systému kapalina [Has53]). Avšak v praxi se

použ́ıvá celý systém rovnic, ve kterém ale zajist́ıme zanedbatelný př́ıčný pohyb v kapalině.

Toho lze dosáhnout specifikováńım velice malé rychlosti objemových př́ıčných vln pro kapalinu,

např. o několik řád̊u méně, než je rychlost objemové longitudinálńı vlny [Pia92].

Řešeńı odezvy poskytuje amplitudy a fáze odražených a prošlých rovinných nekonečných vln

v ustáleném stavu při konstantńı frekvenci. V mnoha př́ıpadech je toto dostatečná informace.

Avšak, jak bylo zmı́něno v úvodu, lze též dělat predikce odezvy, která je konečná jak v prostoru,

tak v čase ([Pia92], [CNB82], [CN89] a [PC91]), a tedy např. simulovat signál, který se źıská

sńımačem konečné velikosti.

3.2 Modálńı řešeńı pro pravé módy

Jestliže jsou oba poloprostory vakuum, pak modálńı řešeńı vyžaduje nulová napět́ı na krajńıch

rozhrańıch i1 a i (n− 1), jak je uvedeno na obrázku 3.1(a). Nyńı můžeme rovnici (3.6) psát

jako:


u1

u2

0

0


ln,top

= [S]


u1

u2

0

0


l2,top

(3.9)
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Rozepsáńım této rovnice pro dva (nulové) napět’ové členy na levé straně dostaneme:

 0

0

 =

 S31 S32

S41 S42

 u1

u2


l2,top

(3.10)

kde matice řádu dvě je dolńı levá submatice matice [S] (řádky 3 a 4 a sloupce 1 a 2). Aby bylo

tato rovnice splněna, muśı být submatice singulárńı, tzn. determinant submatice (charakteri-

stická funkce (f) systému) muśı být roven nule:

f = S31 ∗ S42 − S41 ∗ S32 = 0 (3.11)

Pravé módy mohou cestovat také v deskových systémech, ve kterých jeden nebo oba polopros-

tory nejsou vakuum, ale pouze za podmı́nky, že žádná energie neodcháźı v desky do polopros-

tor̊u. Aby byla tato podmı́nka splněna, muśı být vlnové komponenty v poloprostorech l1 a ln

nehomogenńı, takže oni mohou nést energii podél desky, ale nejsou schopni nést energii pryč

od krajńıch rozhrańı i1 a i (n− 1).

f ′ = S ′22 ∗ S ′44 − S ′42 ∗ S ′24 = 0 (3.12)
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Obrázek 3.1: Okrajové podmı́nky pro modálńı řešeńı v deskách:
(a) deska ve vakuu,
(b) deska v pevném prostřed́ı nebo kapalině.
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4 Metoda globálńı matice

V roce 1964 publikoval Knopoff zcela odlǐsnou maticovou formulaci pro v́ıcevrstvé prostřed́ı

[Kno64], která je alternativou k technice přenosové matice a která může být použita pro

odstraněńı problému vysoké hodnoty součinu frekvence a tloušt’ky. Tato metoda byla prvně

implementována Randallem [Ran67] a následně byla použita řadou daľśıch badatel̊u ([Sch70],

[CHT84], [SJ85a], [SJ85b], [ST86], [Mal88], [Pia92] a [Low93]). Pro rozvoj metody bylo mimo-

řádně d̊uležité pochopeńı d̊uležitosti volby prostorových počátk̊u objemových vln v každé vrstvě

([SJ85a], [SJ85b] a [Pia92]). Výhody metody spoč́ıvaj́ı v jej́ı robustnosti (z̊ustává stabilńı i pro

vysoké hodnoty součin̊u frekvence a tloušt’ky) a dále v tom, že metoda globálńı matice umožňuje

použ́ıt stejnou základńı matici jak pro reálné, tak pro komplexńı vlnové č́ıslo; vakuové, kapalné

nebo tuhé poloprostory a jak pro modálńı řešeńı, tak pro řešeńı odezev. Nevýhodou je, že

globálńı matice může být velice rozsáhlá a řešeńı pak může být v př́ıpadě systému s mnoha

vrstvami relativně pomalé. Avšak rychlost moderńıch poč́ıtač̊u toto omezeńı výrazně redukuje.

Porovnáńı a popis r̊uzných maticových technik lze nalézt v [Low95].

V metodě globálńı matice reprezentuje celý systém pouze jedna matice. Globálńı (systémová)

matice se skládá z 4 (n− 1) rovnic, kde n je počet vrstev (včetně každého polonekonečného polo-

prostoru, který je považován také za vrstvu). Rovnice, ve skupině po čtyřech, jsou založeny na

splněńı okrajových podmı́nek na každém rozhrańı. Tedy nejsou dělány žádné apriorńı předpokla-

dy o nějakých vzájemných závislostech mezi množinami rovnic pro každé rozhrańı. Řešeńı

se provád́ı na celé matici, adresováńım všech rovnic současně. To neznamená, že rozhrańı

jsou úplně nezávislá, protože rovnice na rozhrańı jsou ovlivněny př́ıchodem vln od sousedńıch

rozhrańı. Avšak, jak roste součin frekvence a tloušt’ky, tak se redukuje vliv nehomogenńıch

vln putuj́ıćıch podél jednoho rozhrańı na výchylky a napět́ı ve vedleǰśım rozhrańı. Mı́ra vlivu

je určena exponenciálńımi členy v globálńı matici. Vliv těchto člen̊u je pro nehomogenńı vlny

vždy slábnoućı, tedy v limitě zmiźı a nehomogenńı vlna putuj́ıćı podél jednoho rozhrańı nemá

vliv na vlny ve vedleǰśım rozhrańı (tj. vrstva se chová jako poloprostor). Metoda tedy z̊ustává

naprosto stabilńı pro libovolnou velikost součinu frekvence a tloušt’ky, nebot’ se neoṕırá o spo-
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jováńı nehomogenńıch vln z jednoho rozhrańı do druhého.

Uvažujme jedno rozhrańı, např. druhé rozhrańı (i2 ) na obr. 2.2. Použit́ım vztahu (2.15) můžeme

vyjádřit výchylky a napět́ı na rozhrańı jako funkci vlnových amplitud na horńım okraji třet́ı

vrstvy (l3 ) nebo jako funkci vlnových amplitud na dolńım okraji druhé vrstvy (l2 ). Z d̊uvodu

spojitosti výchylek a napět́ı na rozhrańı muśı dát obě vyjádřeńı stejný výsledek. Tedy

[D]
l2,bottom


A(L+)

A(L−)

A(S+)

A(S−)


l2

= [D]l3,top


A(L+)

A(L−)

A(S+)

A(S−)


l3

(4.1)

což můžeme vyjádřit jedinou matićı jako

[[D2b] [−D3t]]



A(L+)2

A(L−)2

A(S+)2

A(S−)2

A(L+)3

A(L−)3

A(S+)3

A(S−)3



= 0 (4.2)

kde index 2 resp. 3 odkazuje na vrstvu l2 resp. l3 a t resp. b k horńımu resp. dolńımu okraji

každé vrstvy. Tato rovnice popisuje interakci vln sousedńıch vrstev l2 a l3 na rozhrańı i2.

Než budeme pokračovat, provedeme modifikaci prostorových počátk̊u objemových vln, což

ovlivńı vztah (2.15). Mı́sto abychom definovali počátek pro všechny vlny ve vrstvě

na horńım okraji vrstvy, budeme definovat počátek všech vln ve vrstvě mı́stem

jejich vstupu do vrstvy. Tedy vlny putuj́ıćı dol̊u (L+, S+) maj́ı sv̊uj počátek na horńım

okraji vrstvy a vlny putuj́ıćı nahoru (L-, S -) maj́ı sv̊uj počátek na dolńım okraji vrstvy. U polo-

prostor̊u žádnou změnu neděláme. S touto modifikaćı a s odkazem na vztah (2.15) mohou být

matice [D] pro horńı resp. dolńı okraj vrstvy vyjádřeny jako:

[Dt] =


k1 k1gα Cβ −Cβgβ
Cα −Cαgα −k1 −k1gβ

iρB iρBgα −2iρk1β
2Cβ 2iρk1β

2Cβgβ

2iρk1β
2Cα −2iρk1β

2Cαgα iρB iρBgβ



26



resp.

[Db] =


k1gα k1 Cβgβ −Cβ
Cαgα −Cα −k1gβ −k1

iρBgα iρB −2iρk1β
2Cβgβ 2iρk1β

2Cβ

2iρk1β
2Cαgα −2iρk1β

2Cα iρBgβ iρB

 (4.3)

Podobná rovnice k rovnici (4.2) může být nyńı napsána pro rozhrańı i3 a jednoduše přidána

ke globálńı matici. Takto postupujeme i pro všechna ostatńı rozhrańı. Výsledkem je matice

popisuj́ıćı 4 (n− 1) rovnic pro 4n neznámých. V př́ıpadě př́ıkladu z obr. 2.2 vypadá maticová

rovnice následovně:


[D1b] [−D2t]

[D2b] [−D3t]

[D3b] [−D4t]

[D4b] [−D5t]

 ·



[A1]

[A2]

[A3]

[A4]

[A5]


= [0] (4.4)

kde vlnové amplitudy v každé vrstvě, A(L+), A(L−), A(S+) a A(S−), jsou zkráceně zapsány jako

vlnový vektor vrstvy [A]. Čtyři vlnové amplitudy v rovnici (4.4) muśı být nyńı označeny jako

známé a přesunuty na pravou stranu rovnic. Pro ultrazvukové aplikace se obvykle jako známé

voĺı dopadaj́ıćı vlny v obou poloprostorech, tj. A(L+)1, A(S+)1, A(L−)5 a A(S−)5, z čehož plyne:



[
D−1b

]
[−D2t]

[D2b] [−D3t]

[D3b] [−D4t]

[D4b]
[
−D+

5t

]





[
A−1

]
[A2]

[A3]

[A4][
A+

5

]



=



[
−D+

1b

]

[
D−5t

]





[
A+

1

]
[0]

[0]

[0][
A−5

]


(4.5)

kde horńı index + resp. - označuje ty části matic nebo vektor̊u, které odpov́ıdaj́ı + resp. -
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vlnám. Tedy každý z vektor̊u [A+] a [A−] se skládá z poloviny vektoru [A] a matice [D+] a [D−]

jsou submaticemi (čtyři řádky, dva sloupce) matice [D]. Štěpeńı je následuj́ıćı:

[
A+

]
=

 A(L+)

A(S+)


[
A−

]
=

 A(L−)

A(S−)



[
D+

]
=


D11 D13

D21 D23

D31 D33

D41 D43



[
D−

]
=


D12 D14

D22 D24

D32 D34

D42 D34

 (4.6)

Systémová matice na levé straně rovnice (4.5) a ř́ıdká matice na jej́ı pravé straně jsou matice

čtvercové dimenze 4 (n− 1). Pokud jsou známé vlnové amplitudy dopadaj́ıćıch vln, může být

pravá strana rovnice vyhodnocena okamžitě.

4.1 Řešeńı odezvy

Řešeńı odezev pro vektor vlnových amplitud na levé straně vztahu (4.5) lze snadno a rychle

źıskat inverźı systémové matice. Toto řešeńı je časově nejnáročněǰśı část́ı analýzy. Pokud však

existuje mnoho vrstev a koeficienty jsou komplexńı, může být matice dosti rozsáhlá. Nav́ıc

může být matice občas téměř singulárńı (přesně to nastane, pokud hodnoty vlnového č́ısla

a frekvence odpov́ıdaj́ı hodnotám pro modálńı řešeńı). Vyplat́ı se proto použ́ıvat aritmetiku

s dvojnásobnou (někdy i čtyřnásobnou) přesnost́ı a implementovat efektńı a robustńı řeš́ıćı

algoritmus. Vyzkoušeným spolehlivým př́ıstupem ([SJ85a], [SJ85b], [Pia92] a [Low93]) je použit́ı

Gaussovy eliminace s částečným výběrem hlavńıho prvku, při které se využije pásová povaha

matice pro zlepšeńı efektivnosti.
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4.2 Modálńı řešeńı

Modálńı řešeńı pro systémy, ve kterých poloprostory nejsou vakuum, je zřejmé, protože systém

je již popsán členy vlnových amplitud v poloprostorech, viz rovnice (4.5). Dopadaj́ıćı vlny

jsou nulové a tak pravá strana rovnice muśı být nulová. Tedy systémová matice [S] muśı být

singulárńı, to znamená, jej́ı determinant muśı být roven nule. To vede na charakteristickou

funkci:

f = |S| = 0 (4.7)

Pokud horńı a dolńı poloprostory jsou vakuum, pak matice [D+] a [D−] nemohou být vyhodno-

ceny. Je tedy potřeba modifikovat systémovou matici, aby správně zachovávala chováńı systému,

tj. absence vln ve vakuu a nulová napět́ı na volném povrchu. To lze udělat přeformulováńım

problému, což se projev́ı menš́ı systémovou matićı. Submatice a vlnové amplitudy odpov́ıdaj́ıćı

poloprostor̊um jsou ze vztahu (4.5) odstraněny a zbývaj́ıćı horńı a dolńı submatice jsou rozděleny

na výchylkové a napět’ové řádky. Napět’ové části jsou potom přesunuty na pravou stranu jako

známé. T́ım opět obdrž́ıme čtvercovou systémovou matici a řešeńı je pak možné. Avšak mno-

hem jednodušš́ı alternativou [Low93], která ponechává řešeńı naprosto obecné, je zachovat

plnou systémovou matici a modifikovat vrstvové konstanty pro poloprostory z vakua takovým

zp̊usobem, že matice [D+] a [D−] mohou být vyhodnoceny, tud́ıž řešeńı je možné a výsledná

povrchová napět́ı jsou nulová. Toho se dosáhne nastaveńım objemových rychlost́ı c1 a c2 pro

vakuum na libovolnou nenulovou hodnotu a hustoty ρ na nulu. Po těchto modifikaćıch je se-

staveńı matice a jej́ı řešeńı stejné jako u systému, který nemá poloprostory z vakua.

Charakteristická funkce metody globálńı matice vede na komplexńı hodnoty jak pro pravé

módy, tak pro útlumové módy. Schwab [Sch70] však ukázal, že pro pravé módy lež́ı tyto kom-

plexńı hodnoty na reálné nebo imaginárńı ose. Stejně jako u metody přenosové matice plat́ı,

že existence řešeńı charakteristické funkce ještě nedokazuje existenci modálńıho řešeńı, pouze

ř́ıká, že systémová matice je singulárńı.
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5 Analytická řešeńı pro p̌ŕıpad pravých

a rozptylových Lambových vln

Metoda globálńı matice umožňuje analyzovat širokou řadu r̊uzných geometríı použit́ım stejné

konfigurace. Avšak neńı nijak rychlá. Pro jednoduché systémy, které jsou běžně analyzovány,

je užitečné vypoč́ıtat hodnotu charakteristické rovnice analyticky. Jedná se zejména o př́ıpady

jednovrstvých, elastických a izotropńıch desek ve vakuu nebo kapalině. Tyto př́ıpady zahrnuj́ı

pravé Lambovy vlny a rozptylové Lambovy vlny.

Stejné odvozeńı je použito jak pro př́ıpad pravých, tak rozptylových Lambových vln, s výjimkou

toho, že ztráta vyvolaná vlnami unikaj́ıćımi (rozptylovanými) do obklopuj́ıćı kapaliny je v př́ıpa-

dě desky ve vakuu eliminována. Následné odvozeńı sleduje stejný obecný postup jako odvozeńı

pro matici vrstvy u rovinné izotropńı desky. Avšak okrajové podmı́nky a rovnice pro obklopuj́ıćı

prostřed́ı jsou vloženy př́ımo do charakteristické rovnice. Na rozhrańı mezi pevnou vrstvou

a obklopuj́ıćı kapalinou se uplatńı následuj́ıćı okrajové podmı́nky. Normálová výchylka, u2,

nebude muset být spojitá. Nav́ıc normálové napět́ı, σ22, muśı být pro vyvážeńı tlaku spojité.

Smykové napět́ı, σ12, muśı být na rozhrańı nulové, protože kapalina nemůže přenášet smykové

śıly. Na ostatńı výchylky a napět́ı nejsou kladena žádná omezeńı.

Odvozeńı pro rozptylovou Lambovu vlnu zač́ıná stejně jako odvozeńı pro izotropńı vrstvu.

Předpokládáme, že se vlnovodná vlna š́ı̌ŕı ve směru osy x1, rozhrańı mezi vrstvami se objev́ı

v konstantńı hodnotě ve směru osy x2 a systém je ve stavu rovinného přetvořeńı. Př́ıčný ho-

rizontálńı mód je ignorován a je uvažován pouze pohyb v rovině x − y. Výchylka může být

vyjádřena dvěma potenciály, skalárńım a vektorovým, u = ∇φ +∇×H, kde skalárńı vektor,

φ, je ve tvaru,

φ = [ΛL1 cos (k2x2) + ΛL2 sin (k2x2)] ei(ξx1−ωt) (5.1)

a vektorový potenciál, H, je ve tvaru,
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H = [ΛS1 cos (k2x2) + ΛS2 sin (k2x2)] ei(ξx1−ωt) (5.2)

Pole je po tloušt’ce popsáno jako suma sin̊u a kosin̊u, takže řešeńı může být později separováno

na symetrickou a antisymetrickou část. Pokud je pole po tloušt’ce popsáno exponenciálami,

jako tomu bylo v př́ıpadě izotropńı vrstvy, symetrická a antisymetrická část jsou spolu svázány.

Poněvadž amplituda vlnového č́ısla je pro skalárńı potenciál rovna ω/v1 a pro vektorový po-

tenciál rovna ω/v2, mohou být dvě složky vlnového č́ısla navzájem specifikovány. Tud́ıž pokud

složka vlnového č́ısla ve směru š́ı̌reńı, k1, je reprezentována jako ξ, lze specifikovat čtverec složky

vlnového č́ısla kolmou na směr š́ı̌reńı jako:

ζ2
1 = ω2/v2

1 − ξ2

ζ2
2 = ω2/v2

2 − ξ2 (5.3)

kde ζ1 je normálová složka vlnového č́ısla pro skalárńı potenciál, φ, a ζ2 je normálová složka

vlnového č́ısla pro vektorový potenciál, H.

Specifikováńı výchylky dvěma r̊uznými potenciály vede na výrazy pro výchylky vyvolané kom-

presńı vlnou (uL) a rotačńı vlnou (uS). Tedy výchylka v desce může být zapsána jako:

uL = ∇φ =


∂φ
∂x1
∂φ
∂x2
∂φ
∂x3



= ΛL1


iξ cos (ζ1x2)

−ζ1 sin (ζ1x2)

0

 ei(ξx1−ωt) + ΛL2


iξ sin (ζ1x2)

ζ1 cos (ζ1x2)

0

 ei(ξx1−ωt) (5.4)

uS = ∇×H =


∂φ
∂x1
∂φ
∂x2
∂φ
∂x3

×


0

0

H3



= ΛS1


−ζ2 sin (ζ2x2)

−iξ cos (ζ2x2)

0

 ei(ξx1−ωt) + ΛS2


ζ2 cos (ζ2x2)

−iξ sin (ζ2x2)

0

 ei(ξx1−ωt) (5.5)
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kde vektorový potenciál H má směr osy x3 , takže pohyb částic se uskutečňuje pouze v rovině

x1x2.

Normálové kompresńı napět́ı a tangenciálńı př́ıčné napět́ı lze vyjádřit jako:

σ22 = λ∆ + 2µε22

σ12 = µε12 (5.6)

kde

ε11 =
∂u1

∂x1

ε22 =
∂u2

∂x2

ε33 =
∂u3

∂x3

ε12 =
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

∆ = ε11 + ε22 + ε33 (5.7)

a kde λ a µ jsou Lamého elastické konstanty a ∆ je změna objemu elementu. Vložeńı výraz̊u

pro výchylky do těchto rovnic vede na následuj́ıćı výrazy pro normálová a př́ıčná napět́ı:

Kompresńı:

σ22+ = −µ
(
ζ2

2 − ξ2
)

cos (ζ1x2)

σ22− = −µ
(
ζ2

2 − ξ2
)

sin (ζ1x2)

σ12+ = −2iµζ1ξ sin (ζ2x2)

σ12− = 2iµζ1ξ cos (ζ2x2)

Rotačńı:

σ22+ = 2µξζ2 sin (ζ2x2)

σ22− = −2µξζ2 cos (ζ2x2)

σ12+ = −µ
(
ζ2

2 − ξ2
)

cos (ζ2x2)

σ12− = −µ
(
ζ2

2 − ξ2
)

sin (ζ2x2) (5.8)

kde je ve všech výrazech vynechán člen ei(ξx1−ωt). Při výpočtu výrazu pro normálové napět́ı,

σ22, byla použita substituce, λ (ζ2
1 + ξ2) + 2µζ2

1 = µ (ζ2
2 − ξ2).

Obklopuj́ıćı kapalina může být modelována jako jednoduchý skalárńı potenciál, poněvadž nepře-

náš́ı žádné př́ıčné śıly. Dva potenciály, odpov́ıdaj́ıćı horńımu a dolńımu poloprostoru, lze vyjádřit
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jako:

φL1 =
[
Λliq1e

−i(γx2)
]
ei(ξx−ωt) pro x2 ≤ −d/2

φL2 =
[
Λliq2e

i(γx2)
]
ei(ξx−ωt) pro x2 ≥ d/2 (5.9)

Pro kapalinu lze proto výchylku a napět́ı vyjádřit vztahy:

u2 =
∂ΦL

∂x2

= −iγΛliq1e
−i(γx3) pro x2 ≤ −d/2

nebo iγΛliq2e
i(γx3) pro x2 ≥ d/2

σ22 = ω2ρLΦL (5.10)

kde γ =
√
ω2/c2

L − ξ2 a cL je rychlost objemové vlny v obklopuj́ıćı kapalině.

Vyhodnoceńım výraz̊u pro normálovou výchylku, normálové kompresńı napět́ı a tangenciálńı

př́ıčné napět́ı na horńım povrchu (−d/2) a dolńım povrchu (d/2) a nastaveńım hodnot pro pev-

nou desku na hodnoty pro zat́ıžeńı kapalinou dostaneme matici A, která je řešeńım následuj́ıćı

rovnice

[A]



ΛL+

ΛL−

ΛS+

ΛS−

Λliq1

Λliq2


=



u2

∣∣∣x3=d/2

u2

∣∣∣x3=−d/2

σ22

∣∣∣x3=d/2

σ22

∣∣∣x3=−d/2

σ12

∣∣∣x3=d/2

σ12

∣∣∣x3=−d/2


(5.11)

kde A je,
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−ζ1 sin (ζ1d/2) ζ1 cos (ζ1d/2) −iξ cos (ζ2d/2) −iξ sin (ζ2d/2) 0

−Λ11 −Λ11 −Λ11 −Λ11 iγeiγd/2

−µ
(
ζ2
2 − ξ

2
)

cos (ζ1d/2) −µ
(
ζ2
2 − ξ

2
)

sin (ζ1d/2) 2iµξζ2 sin (ζ2d/2) −2iµξζ2 cos (ζ2d/2) 0

−Λ11 −Λ11 −Λ11 −Λ11 ω2ρLe
iγd/2

−2iµξζ1 sin (ζ1d/2) 2iµξζ1 cos (ζ1d/2) −µ
(
ζ2
2 − ξ

2
)

cos (ζ2d/2) −µ
(
ζ2
2 − ξ

2
)

sin (ζ2d/2) 0

−Λ11 −Λ11 −Λ11 −Λ11 0
(5.12)

Rovnice (5.11) je splněna, pokud je determinant matice A nulový. Před řešeńım determi-

nantu můžeme pro urychleńı výpočtu separovat matici A do dvou submatic. Sečteńı a odečteńı

r̊uzných řádk̊u a sloupc̊u a děleńı parciálńıch vlnových amplitud v kapalných poloprostorech

společným faktorem eiγd/2 vede na následuj́ıćı submatice:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ1 sin (ζ1d/2) iξ sin (ζ2d/2) iγ

µ (ζ2
2 − ξ2) cos (ζ1d/2) 2iµξζ2 cos (ζ2d/2) −ω2ρL

2iµξζ1 sin (ζ1d/2) µ (ζ2
2 − ξ2) sin (ζ2d/2) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (5.13)

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ1 cos (ζ1d/2) iξ cos (ζ2d/2) −iγ

µ (ζ2
2 − ξ2) sin (ζ1d/2) 2iµξζ2 sin (ζ2d/2) −ω2ρL

2iµξζ1 cos (ζ1d/2) µ (ζ2
2 − ξ2) cos (ζ2d/2) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (5.14)

které představuj́ı symetrické a antisymetrické řešeńı charakteristických rovnic. Tyto matice

řádu 3 lze vyřešit, obdrž́ıme standardńı Lambovy vlnové rovnice s jedńım dodatečným členem.

Řešeńı pro symetrické módy:

(
ζ2

2 − ξ2
)

cos (ζ1d/2) sin (ζ2d/2) + 4ξ2ζ1ζ2 sin (ζ1d/2) cos (ζ2d/2)

− i
ρLζ1k

4
S

ρSktliq
sin (ζ1d/2) sin (ζ2d/2) (5.15)

a pro antisymetrické módy:

(
ζ2

2 − ξ2
)

sin (ζ1d/2) cos (ζ2d/2) + 4ξ2ζ1ζ2 cos (ζ1d/2) sin (ζ2d/2)

+ i
ρLζ1ω

4

ρSγc4
2

cos (ζ1d/2) cos (ζ2d/2) (5.16)
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Tyto výrazy lze použ́ıt namı́sto metody globálńı matice k výpočtu disperzńıch křivek pro jed-

novrstvou desku obklopenou kapalinou nebo vakuem. Poněvadž symetrické a antisymetrické

módy spolu nejsou nijak svázány, je řešeńı stabilněǰśı (a rychleǰśı) než u obecných technik řešeńı.

Ačkoliv tato technika poskytuje analytický tvar pro charakteristickou rovnici, platné kombinace

frekvence, vlnového č́ısla a útlumu se muśı stále hledat iteračně stejnými technikami, jaké se

použ́ıvaj́ı, když je charakteristická rovnice vypočtena pomoćı globálńı matice.
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6 Ukázky výpočt̊u disperzńıch ǩrivek

Metodou přenosové matice (TMM) a metodou globálńı matice (GMM) byly vypočteny disperzńı

křivky pro 2 mm silnou ocelovou desku umı́stěnou ve vakuu (vzduchu). Frekvenčńı rozsah byl

5 MHz a rozsah vlnového č́ısla byl 6000 m−1.

Výpisy programů v MATLABu jsou uvedeny v kapitole 9.1 a 9.2. Vstupńı soubor pro tyto

programy je uveden v kapitole 9.3.

Na obrázku 6.1 je uveden výsledek výpočtu disperzńıch křivek metodou přenosové matice. Na

obrázku jsou vyneseny vrstevnice hodnot charakteristické funkce systému (3.11). Vrstevnice jsou

vyneseny pro dvě hodnoty v těsném okoĺı nuly, tedy tak aby odpov́ıdaly hledaným disperzńım

křivkám.

Na obrázku 6.2 je uveden výsledek výpočtu disperzńıch křivek metodou globálńı matice. Na

obrázku jsou vyneseny vrstevnice logaritmu absolutńı hodnoty charakteristické funkce systému

(4.7), nebot’ charakteristická funkce systému je při výpočtu metodou globálńı matice komplexńı.

Hledaným disperzńım křivkám odpov́ıdaj́ı jednotlivá údoĺı.
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Obrázek 6.1: Disperzńı křivky metodou přenosové matice.
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Obrázek 6.2: Disperzńı křivky metodou globálńı matice.
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7 Přehled často použ́ıvaných vztah̊u

7.1 Vztahy pro rychlosti a vztahy mezi materiálovými

konstantami

Rychlost longitudinálńı objemové vlny (c1) lze pomoćı Laméových konstant (λ a µ) nebo Youn-

govým modulem (E) a Poissonovým č́ıslem (ν) vyjádřit vztahem

c1 =

√
λ+ 2µ
ρ

=

√√√√ E (1− ν)
ρ (1 + ν) (1− 2ν)

a př́ıčnou objemovou rychlost (c2) lze vyjádřit vztahem

c2 =

√
µ

ρ

Rychlost Rayleighových vln lze určit nalezeńım kořen̊u následuj́ıćıho polynomu:

T 3 − 8T 2 + (24− 16R)T − 16 (1−R) = 0,

kde T = (cR/c2)2 a R = (c2/c1)2
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7.2 Vztahy pro napět́ı a p̌retvǒreńı

σ11 = λ∆ + 2µε11

σ22 = λ∆ + 2µε22

σ33 = λ∆ + 2µε33

σ12 = µε12

σ23 = µε23

σ13 = µε13

ε11 =
∂u1

∂x1

ε22 =
∂u2

∂x2

ε33 =
∂u3

∂x3

ε12 =
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

ε23 =
∂u2

∂x3
+
∂u3

∂x2

ε13 =
∂u1

∂x3
+
∂u3

∂x1
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8 Vlastnosti materiál̊u

Následuje tabulace některých běžných materiálových vlastnost́ı. Většina informaćı je převzata

z literatury ([KK83], [KL95] a [Aul90]). Prośım, povšimněte si, že tyto hodnoty jsou sebrány

z několika zdroj̊u a mohou být proto nekonzistentńı. U některých materiál̊u jsou uvedeny

rozsahy možných hodnot. Pokud neńı u materiálu uvedena hodnota útlumu, pak neńı pro

tento materiál známa. Hodnoty př́ıčného útlumu (αS) nejsou v této tabulce zahrnuty, nebot’ se

v literatuře uváděj́ı velice vzácně. Hodnota př́ıčného útlumu je obecně několikanásobně větš́ı

než hodnota longitudinálńıho útlumu.

Název Hustota (kg/m3) c1 (m/s) c2 (m/s) α (np/λ)

KOVY

Hlińık 2700 6320 3130 0.0003

Vizmut 9800 2180 1100

Kost, tibia 1900 4000 1970 0.64

Mosaz 8400 4400 2200

Kadmium 8600 2780 1500

Litina 6900-7300 3500-5800 2200-3200

Konstantan 8800 5240 2640

Měd’ 8900 4700 2260

Zlato 19300 3240 1200

Ocel 7700 5960 3260 0.003

Olovo 11400 2160 700

Hořč́ık 1700 5770 3050

Mangan 8400 4660 2350

Rtut’ 13600 1450 -

Nikl 8800 5630 2960
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Platina 21400 3960 1670

Stř́ıbro 10500 3600 1590

Ćın 7300 3320 1670

Wolfram 19100 5460 2620

Zinek 7100 4170 2410

NEKOVY

Oxid hlińıku 3600-3950 9000-11000 5500-6500

Beton 2200 3900-4700 2300 0.2

Epoxy 1100-1250 2400-2900 1100 0.03

Tuk 920 1450 - 0.008

Sklo, 3600 4260 2560

Sklo, 2500 5660 3420

Led 900 3980 1990

Paraf́ınový vosk 830 2200 -

Akrylová pryskyřice (Perspex) 1180 2730 1430 0.06

MDPE 950 2300 950 0.03 (αS = 0.15)

Neoprén - 1690 - 0.15

Nylon 1100 2200 1100 0.007

Polystyrén 1060 2350 1150 0.02

Porcelán 2400 5600-6200 3500-3700

Křemenné sklo 2600 5570 3520

Kámen 2500-4400 1500-2500 -

Guma, měkká 900 1480 - 0.6

Guma, vulkanizovaná 1200 2300 -

Kůže 1110 1730 - 0.023

Zub (sklovina) 2900-3000 4500-6250 - 0.2

Teflon 2200 1350 550 0.12

KAPALINY

Glycerin 1260 1920 -

Jodid methylenu 3230 980 -

Motorová nafta 800 1250 -

Motorový olej 870 1740 -

Voda 1000 1483 -

41



9 Výpisy programů

9.1 Výpočet disperzńıch ǩrivek

metodou p̌renosové matice

% === INPUT ===================================

fid=fopen(’disperse.dat’,’r’);

A=fscanf(fid,’%g’);

fclose(fid);

n=A(1); % pocet vrstev

ro(1)=A(2); a(1)=A(3); b(1)=A(4);

for layer=2:n-1,

ro(layer)=A(5+(layer-2)*4);

a(layer)=A(6+(layer-2)*4);

b(layer)=A(7+(layer-2)*4);

l(layer)=A(8+(layer-2)*4);

end

ro(n)=A(end-2); a(n)=A(end-1); b(n)=A(end);

% === END OF INPUT ===========================
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ks=[1:10:1000]*2*pi;

os=[0.1e6:0.05e6:5e6]*2*pi;

R=zeros([length(os),length(ks)]);

index=0;

for k=ks,

k

for o=os,

% === SETUP MATRIX S =========================

S=eye(4);

L=zeros(4);

for layer=2:n-1,

Ca=sqrt(o^2/a(layer)^2-k^2);

Cb=sqrt(o^2/b(layer)^2-k^2);

B=o^2-2*b(layer)^2*k^2;

ga=exp(i*Ca*l(layer));

gb=exp(i*Cb*l(layer));

L(1,1)=b(layer)^2*k^2/o^2*(ga+1/ga)+B/(2*o^2)*(gb+1/gb);

L(1,2)=k*B/(2*o^2*Ca)*(ga-1/ga)+k*b(layer)^2*Cb/o^2*(-gb+1/gb);

L(1,3)=k/(2*i*o^2*ro(layer))*(ga+1/ga-gb-1/gb);

L(1,4)=k^2/(2*i*o^2*ro(layer)*Ca)*(ga-1/ga)+Cb/(2*i*o^2*ro(layer))*(gb-1/gb);

L(2,1)=Ca*b(layer)^2*k/o^2*(ga-1/ga)+B*k/(2*o^2*Cb)*(-gb+1/gb);

L(2,2)=B/(2*o^2)*(ga+1/ga)+b(layer)^2*k^2/o^2*(gb+1/gb);
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L(2,3)=Ca/(2*i*o^2*ro(layer))*(ga-1/ga)+k^2/(2*i*o^2*ro(layer)*Cb)*(gb-1/gb);

L(2,4)=L(1,3);

L(3,1)=i*ro(layer)*B*b(layer)^2*k/o^2*(ga+1/ga-gb-1/gb);

L(3,2)=i*ro(layer)*B^2/(2*o^2*Ca)*(ga-1/ga)+2*i*ro(layer)*b(layer)^4*k^2*Cb/o^2*(gb-1/gb);

L(3,3)=L(2,2);

L(3,4)=L(1,2);

L(4,1)=2*i*ro(layer)*b(layer)^4*k^2*Ca/o^2*(ga-1/ga)+i*ro(layer)*B^2/(2*o^2*Cb)*(gb-1/gb);

L(4,2)=L(3,1);

L(4,3)=L(2,1);

L(4,4)=L(1,1);

S=S*L;

end

% === END OF SETUP MATRIX S ====================

f=S(3,1)*S(4,2)-S(4,1)*S(3,2);

index=index+1;

R(index)=f;

end

end

R=real(R); R(R>0)=1; R(R<0)=-1;

pcolor(ks/2/pi,os/2/pi,R), shading flat

xlabel(’1/\lambda’)

ylabel(’f’)
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9.2 Výpočet disperzńıch ǩrivek

metodou globálńı matice

% === INPUT ===================================

fid=fopen(’disperse.dat’,’r’);

A=fscanf(fid,’%g’);

fclose(fid);

n=A(1); % pocet vrstev

ro(1)=A(2); a(1)=A(3); b(1)=A(4);

for layer=2:n-1,

ro(layer)=A(5+(layer-2)*4);

a(layer)=A(6+(layer-2)*4);

b(layer)=A(7+(layer-2)*4);

l(layer)=A(8+(layer-2)*4);

end

ro(n)=A(end-2); a(n)=A(end-1); b(n)=A(end);

% === END OF INPUT ===========================

ks=[1:10:1000]*2*pi;

os=[0.1e6:0.05e6:5e6]*2*pi;

R=zeros([length(os),length(ks)]);

index=0;

for k=ks,

k

for o=os,
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% === SETUP MATRIX S =========================

S=zeros(4*(n-1));

for layer=1:n,

Ca=sqrt(o^2/a(layer)^2-k^2);

Cb=sqrt(o^2/b(layer)^2-k^2);

B=o^2-2*b(layer)^2*k^2;

if layer==1,

Db=[ k, -Cb;...

-Ca, -k;...

i*ro(layer)*B, 2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Cb;...

-2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Ca, i*ro(layer)*B];

S(1:4,1:2)=Db;

end

if layer==n,

Dt=[ k, Cb;...

Ca, -k;...

i*ro(layer)*B, -2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Cb;...

2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Ca, i*ro(layer)*B];

S(end-3:end,end-1:end)=-Dt;

end

if layer>1 & layer<n,

ga=exp(i*Ca*l(layer));

gb=exp(i*Cb*l(layer));
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Dt=[ k, k*ga,...

Cb, -Cb*gb;...

Ca, -Ca*ga,...

-k, -k*gb;...

i*ro(layer)*B, i*ro(layer)*B*ga,...

-2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Cb, 2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Cb*gb;...

2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Ca,-2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Ca*ga,...

i*ro(layer)*B, i*ro(layer)*B*gb];

Db=[ k*ga, k,...

Cb*gb, -Cb;...

Ca*ga, -Ca,...

-k*gb, -k;...

i*ro(layer)*B*ga, i*ro(layer)*B,...

-2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Cb*gb, 2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Cb;...

2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Ca*ga,-2*i*ro(layer)*k*b(layer)^2*Ca,...

i*ro(layer)*B*gb, i*ro(layer)*B];

row i=4*(layer-2)+1;

col i=4*(layer-2)+3;

S(row i :row i+3,col i:col i+3)=-Dt;

S(row i+4:row i+7,col i:col i+3)= Db;

end

end

% === END OF SETUP MATRIX S ====================

f=det(S);

index=index+1;
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R(index)=f;

end

end

R=log(abs(R));

pcolor(ks/2/pi,os/2/pi,R), shading flat

xlabel(’1/\lambda’)

ylabel(’f’)
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9.3 Vstupńı datový soubor

Oba programy, tj. výpočet disperzńıch křivek metodou přenosové matice i metodou globálńı

matice, použ́ıvaj́ı stejný vstupńı datový soubor. Jedná se o textový soubor s následuj́ıćım

formátem:

1. řádek: počet vrstev, N, (Je třeba započ́ıtat i obklopuj́ıćı poloprostory).

2. řádek: materiálové parametry 1. vrstvy (horńıho poloprostoru) v pořad́ı:

hustota,

rychlost dilatačńı vlny,

rychlost př́ıčné vlny

3. řádek: materiálové parametry 2. vrstvy v pořad́ı:

hustota,

rychlost dilatačńı vlny,

rychlost př́ıčné vlny,

tloušt’ka vrstvy

...

N+1 řádek: materiálové parametry N-té vrstvy (dolńıho poloprostoru) v pořad́ı:

hustota,

rychlost dilatačńı vlny,

rychlost př́ıčné vlny

Všechny parametry jsou v SI jednotkách.

Následuje ukázka obsahu vstupńıho souboru pro 2 mm silnou ocelovou desku umı́stěnou ve

vakuu (vzduchu):

3

0 1000 1000

7850 5778 3142 0.002

0 1000 1000

Vzduch (vakuum) se modeluje nulovou hustotou, jako rychlosti lze zadat libovolné nenulové

č́ıslo.
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