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Uvod

Tato zprava popisuje vyvoj obecného modelu pro §iteni vin v kartézském souradném systému.
V pripadé izotropnich materialu lze model pouzit pro elastické materialy, jedno- a vice-vrstvé
struktury, nerozptylové a rozptylové systémy. Pokud je systém elasticky, nerozptylovy a kartéz-

sky, muze model také pocitat disperzni kiivky pro vicevrstvé anizotropni systémy.

Podle geometrie a materialovych vlastnosti systému model urcuje, jaké rezonance mohou v kazdé
vrstveé existovat (pfi splnéni okrajovych podminek a charakteristik sifeni objemovych vin). Tyto
rezonance fidi, jak se ultrazvukové vlny budou sifit v systému a jaké vlastnosti kazda z téchto
vln bude mit. Reseni vlnovodného problému lezi na spojitych ¢ardch nazyvanych disperzni
kiivky, které musi byt nalezeny iteracné v prostoru frekvence, vinového ¢isla a popt. dtlumu.
Jakmile jsou feSeni nalezena a charakteristiky vln ur¢eny, muzeme je pouzit k ndvrhu efektivniho
nedestruktivniho testovaciho systému. Modelovani popsané v této zpravé vychazi z praci, které

zacal Mike Lowe (] Ja] ]), a rozsituje ji o analytickd feseni jednoduchych geometrii.

Pro sestaveni modelu §ifeni vln nejprve uréime povahu objemovych vin, které mohou existovat
v elastickych a visko-elastickych izotropnich materidlech. Jakmile je znama povaha objemovych
vin, lze napéti a vychylky v libovolné vrstvé vyjadrit pomoci amplitud vsech objemovych vin,
které mohou v dané vrstvé existovat. Abychom popsali cely systém jednou rozsdhlou globalni
matici, muzeme napéti a vychylky na okrajich kazdé vrstvy sloucit s okrajovymi podminkami
systému. Globélni maticovd rovnice je pro dany systém funkci frekvence (¢asové proménnd
slozka), redlného vlnového éisla (prostorové proménnd slozka) a popf. ttlumu (prostorova mira
tlumeni). Pro jisté kombinace frekvence, vinového &isla a tdtlumu se vytvari vlnovodna vlna,
ktera se Sifi podél osy systému. Tyto platné kombinace mohou byt nalezeny feSenim globalni
maticové rovnice pro jeji modalni odezvu. Resenf musi byt nalezena itera¢né ménénim téchto tif
parametri, dokud se nedokonverguje k platnému kotenu. Jakmile je nalezen pocatecni koten, lze
koteny lezici na stejné ¢are feSeni (neboli disperzni kiivce) nalézt ,;stopovanim“. Tento proces

lze potom opakovat pro ostatni disperzni kiivky.



Historické pozadi

Nejranéjsi teorii §ifeni vin ve vicevrstvém prostiedi bylo odvozeni Lorda Rayleigho [ ]
z roku 1885 tykajici se postupu vin podél volného povrchu elastického poloprostoru. Odvozeni
vede na kubickou rovnici, jejiz koreny urcuji rychlost sitici se povrchové viny. Zobecnéni problé-
mu jednoho rozhrani bylo zpracovdno Stoneleym | | v roce 1924, ktery popsal vlny putujici
podél rozhrani mezi dvéma riznymi elastickymi prostredimi. Pozdéjsi studie se vénovaly pod-
minkdm, za kterych tyto vlny mohou putovat bez tniku do nékterého z prostiedi (tzv. pravé
médy) | |, a existenci rozptylovych médu | ]. V roce 1917 Lamb | | pridal jeste
jedno rozhrani a zavedl tak rovinnou vrstvu konecné tloustky. Jeho odvozeni se tykalo desky
ve vakuu a kofeny jeho dvou rovnic, jedna pro symetrické médy a druhd pro antisymetrické
mody, vedou na zndmé disperzni kiivky Lambovych vin. Love [ | ukédzal, ze ve vrstvéach
konecnych tlousték jsou mozné také transverzni mody, které vyvolavaji pricny pohyb v roviné
vrstvy. Diskuse o téchto a jinych specifickych vrstevnatych geometriich lze nalézt v literatute

([ J, [Vilke70], [FAT2], [Bres0] a [BGSS]).

Prvni odvozeni rovnic pro Sifeni vln v prostfedi sestavajicim z libovolného poc¢tu rovinnych
vrstev bylo publikovdno Thomsonem | ] v roce 1950. Thomson zavedl pfenosovou matici,
ktera popisuje vychylky a napéti na dolnim okraji vrstvy vzhledem k vychylkdm a napétim na
hornim okraji vrstvy. Matice pro jednotlivé vrstvy mohou byt spojeny do jediné matice celého
systému. Tedy vychylky a napéti na dolnim okraji vicevrstvého systému mohou byt odvozeny
z vychylek a napéti na hornim okraji systému. Modalni feSeni a feseni odezev muze byt potom
nalezeno aplikaci prislusnych okrajovych podminek. Malé chyba v jeho odvozeni byla opravena
Haskellem | |. Tato teorie byla vyvinuta pro seismologické aplikace, kde byla vénovéana
pozornost predevsim povrchovym vlnam v prostredi skladajictho se z mnoha ruznych vrstev
hornin. Protoze tato metoda vyjadiuje Sifeni okrajovych podminek z jednoho okraje systému

ke druhému maticovym nasobenim, byva také nékdy nazyvana metodou , matice Siteni“.

Nasledkem Thomsonovy prace a dosazitelnosti ¢islicovych pocitacu byl rust badani v oblasti
modelovéni §ifeni vin ve vicevrstvém prostiedi (pfedevsim v seismologickych aplikacich). Tyto
modely byly vycislovany na vypocetnich prostiedcich, které byly v té dobé dosti omezené, a
v dusledku toho se fada publikaci, zejména béhem 60-tych let, vénuje implementaci metody

prenosové matice na konkrétnim vypocetnim prostredku s ohledem na maximélni efektivnost
([ I I ] a [SKT2]).

Dalsi vyvoj teorie, kterému byla vénovana znac¢na pozornost, se ubiral cestou modelovani vin,
jejichz amplituda se zmensovala (tlumila) s rostouci vzdalenosti podél desky. To bylo dilezité

castecné kvuli tlumicim vlastnostem zemskych vrstev, ale hlavné kvuli touze modelovat mody



rozptylnych (leaky) vln ve vrstvach hornin. Tyto médy rozptyluji energii do sousednich vrstev a
jejich amplitudy se tedy béhem $iteni zmensuji. Takovato feSeni nebyla s puvodni teorii mozna
a vyzadala si zavedeni redlného exponencialniho c¢initele do vlnové rovnice, ¢ehoz se dosdhlo

komplexni frekvenci nebo komplexnim vlnovym ¢islem (| ], [ 1, [ 1, [ ],
[ J, [AAGA], [GI64], ] J 1 J, [AIsTO], [Dai7l], [SK71] a | D)

Béhem raného vyvoje metody prenosové matice vyvstal dilezity problém, ktery se tykal nesta-
bility feSeni pfi vyskytu vrstev znaéné tloustky za soucasného pozadavku vysokych frekvenci
[ |. Tento problém se stal zndmy pod ndzvem , problém velkého fd“ (f je frekvence a d je
tloustka vrstvy) a byl pfedmétem tsili mnoha vyzkumu po dvé desetileti. P¥i¢inou problému je
Spatna podminénost matice sifeni, kterd je vyvoldna kombinaci jak klesajicich, tak rostoucich
koeficientu v pripadé vyskytu nehomogennich vin. Problémy se Spatnou podminénosti matic
jsou dobfe zndmé, ale pohledy se lisi, pokud jde o vhodné feSeni. Nepochybné je odpovéd
zavisla na dané aplikaci. Jeden pfistup, poprvé navrzeny Dunkinem | ] a pozdéji v ruznych
forméch nasledovan dalsimi (] ], [ 1, [ ], [ 1, [ ], [ 1, [ 1,
[ L1 N L1 N 1, [ la| 1), je zachovat koncept prenosovych
matic, ale pretfidit rovnice tak, aby se matice nestala Spatné podminénou. Tato technika za-
chova vyhodu malé systémové matice, ale ztrati koncepcéni jednoduchost Thomson-Haskellovy
formulace. Alternativni, avsak zcela odlisny, pristup je vyuzit metodu ,,globalni matice “, navrze-
nou puvodné Knopoffem | ], u které se sestavuje rozlehld matice z rovnic vsech vrstev
(1 J, [5eh 0], | I I J, [5T86], | J, [P1a92] a [ ). Tato tech-
nika je robustni a muze byt jednoduse implementovana, avSsak muze byt relativné pomald na

vypocet, pokud existuje mnoho vrstev a matice je tudiz rozsahla.

Resen{ odezvy maticovych rovnic vede na odezvu ustdleného stavu rovinnych vin vicevrstvé
desky na buzeni rovinnou vlnou. V rané historii téchto technik se badatelé hlavné sousttedili na
simulaci odezvy pro kone¢né trvani buzeni v bodé (nebo bodech) uvnitf vrstvy. Tato odezva pro
bodovy zdroj muze byt predpovézena integraci mnoha feseni pro rovinnou vinu pres vinové ¢islo
a frekvenci ([Ros60], [Gilod], [LFLG5], [Wat72], [S85b], [DDSO, [Frass], [Kens3] a [X\IS7).
Abychom zahrnuli dtlum moédu vin, lze integraci pres vinové ¢islo vykonat pouzitim Greenovy
funkce podél cesty v komplexni roviné vlnového ¢isla. V soucasné dobé se v ultrazvukovych ap-
likacich hlavni zdjem soustied uje na simulace odezvy vicevrstvych desek pro snimace koneénych

rozméru. Toho lze dosdhnout integraci pres vlnové ¢islo a frekvenci (] 1, | 1, 1 ]
a [PCOT]).

Modalni feSeni maticovych rovnic popisuje vlastnosti, tzn. rychlosti, frekvence a ¢initele itlumu
vln, Sifeni vin ve vicevrstvé desce. ReSeni vyzaduje urceni kofenu charakteristické funkce, ktera

se ziskd z matic vrstev a zavisi na vinovém cisle a frekvenci. Vypocet modalniho feseni je
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nalézt utlumové médy, tzn. vlnové ¢islo (nebo frekvence) je komplexni. Moddlni modely jsou
hojné pouzivany jak v seismologickych, tak ultrazvukovych aplikacich. Avsak v literatufe, ktera
diskutuje strategii fesenf ([ b1 I, [SK71], [ b I, [Sch70], | 1 J)

[ 1, [ ], [ la] ]), je vétsina implementaci omezena na pravé médy.

Maticové techniky se s oblibou pouzivaji pro modelovani ultrazvuku ve vicevrstvych deskéch
uz vice jak dvé desetileti. Komunita ultrazvukovych badatelu rozsahle vyuzivala vysledky
z vyznamného poctu referenci citovanych vyse. V soucasnosti jsou hlavnimi oblastmi vyvoje

téchto technik v oblasti ultrazvuku vizkoelastickych a anizotropnich prostiedi, zejména kom-

pozity, ([ ]? { ]> [ ]7 [ ]7 [ ]7 [ ]7 [ ]7 [ ]7 [ ]a [ ]a
[ I b Jal -



1 VInové rovnice v izotropnim prostredi

Pted odvozenim rovnic, které popisuji chovani vrstevnatého prostredi, je dulezité pochopit
principy &ifeni vin v neohraniceném prostiedi, neboli potfebujeme znat objemové (celkové)
chovani materialu. Tato informace muze byt snadno nalezena ve vétsiné ucebnic na dané téma

{l I, [ la] ]), ale pro kompletnost je zde zopakovana.

Eulerovu pohybovou rovnici muzeme odvodit, vyjdeme-li z druhého Newtonova zakona a prin-
cipu zachovani hmoty pro libovolny objem uvniti elastického pevného télesa. Fulerova pohy-
bové rovnice spolu vdze pole vychylek u (r,t), které je funkei polohy r, a ¢asu, ¢, a napétovou

dyadu, = (dvourozmeérné vektorové pole) nasledujicim zpusobem:

0%u
pom =V 4 (1.1)
kdy se predpoklada, ze hustota materidlu dané vrstvy, p, je konstantni, materidl je linedrni
elasticky a objemové sily (napf. gravitace) jsou zanedbatelné. Zobecnény Hookuv zdkon potom
spolu véaZe napétovou dyadu, ?, a elastické konstanty materialu. Z teorie pruznosti vyplyva,
ze pro homogenni, izotropni material se 21 moznych slozek tenzoru elastické tuhosti redukuje
na dvé materidlové konstanty, A a u, které se nazyvaji Lamého konstanty (Viz napf. | ).

V tomto ptipadé se Hookuv zakon zjednodusi na

?z)\IV-ujLu(Vu%—uV) (1.2)

kde T je jednotkova matice.

Kombinace dvou piedchozich rovnic vede na Navierovu vychylkovou pohybovou rovnici pro

izotropni, elastické médium, ktera v invariantnim tvaru zni:

0%u

()\—l—u)VV-u—l—uV%:pw.



Tuto rovnici lze také psat jako,

dilatace rotace

A+ 20) V (V-1 + 1V x (V x u) Ou

o

(1.4)

kde u je vektor vychylek, p je hustota, A a p jsou Lamého konstanty a V2 je tifrozmérny
Laplacetv operator. Ve druhém tvaru, (A+2u)V (V- u) predstavuje dilata¢ni (kompresni)

¢ast a uV x (V x u) predstavuje rotaéni (ekvivolumetrickou) éast reseni.

Materidlové tlumeni muze byt zavedeno do systému mnoha zpusoby. Pro nami zkoumané
systémy, které maji malé dynamické vychylky, je odpovidajici reprezentaci chovani materialu
tlumici sila, kterd je linedrni funkei rychlosti. Tento popis tlumeni, znamy jako Kelvin-Voigtuv

visko-elasticky model, byva ¢asto pouzivan v ultrazvukovych modelech (| 1 [ ][ 1,

[HC93], [SI85a], [SJ85b], [ST8G], [Pia92], [LCI3], [XM8T], [CCI1], [DesI1], [HosI], | ] a
[ D)

Materidlové tlumeni zavedeme nahrazenim Laméovych konstant A a p nasledujicimi operatory:

/ /
0
A se stane \ + Spp & Hse stane p + %a (1.5)

kde konstanty A a p’ jsou visko-elastické materidlové konstanty a w je frekvence. Visko-
elasticky model se redukuje na model elasticky, pokud jsou visko-elastické konstanty rovny

nule. Vychylkova pohybova rovnice (1.4) muze byt pak vyjadiena,

N+ 9, w ou 0*u
. 2 PR — 2_ — P
A+ )V (V-u)+puV u—i—( » )V(V 8t>+<w>v 5~ Por (1.6)

Pouzitim Helmholtzovy dekompozice (] | str. 52-53) muze byt tfirozmérny vektor vychylek
v rovnici (1.4), u, ktery je kone¢ny, uniformni, spojity a zanedbatelny v nekone¢nu, vyjadien

jako suma kompresniho skalarniho potencidlu, ¢, a ekvivolumetrického vektorového potencialu,

H,

u=Vé+VxH (1.7)
s

V-H=F(rt)
kde F' je funkce vektoru soufadnic, r, a ¢asu, t. Gazis | | poukdzal, ze funkce F' muze
byt vybrana libovolné (| |, str. 207-211). Jinymi slovy, relace mezi poli a potencidly neni
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jednoznaé¢na. Pokud y spliuje prislusné okrajové podminky, muze byt skalarni potencial, ¢,
nahrazen vyrazem¢' + (1/c) (0x/0t) a vektorovy potencidl, H, vyrazem H' — Vy. Tyto nové
potencidly reprezentuji stejné pole. F'(r,t) volime identicky rovno nule, coz mé za dusledek,
ze ekvivolumetricky vektorovy potencial méa nulovou divergenci, tedy toto pole je solenoidalni,
tj. v oblasti neexistuji zadné zdroje nebo pohlcovace energie. Specifikace divergence posky-
tuje potiebnou dodatec¢nou podminku pro jednoznacné urceni tif slozek u ze ctyr slozek dvou

potencialu, které byly zavedeny Helmholtzovou dekompozici.

Substituci vyrazu pro u do Navierovy pohybové rovnice (1.4) a pouziti nésledujicich identit:

V-Vo=V2p, V2(Ve)=V(V2), V-VxH=0
konecéné dostavame

0% 0*H
2, Y¢ 217 _
V(A4 2u) Vg —p t2]—|—V>< </¢V H-p t2> 0. (1.8)

Tato rovnice je splnéna, pokud oba z ¢lentu vymizi, coz vede na standardni rovnice:

0?%¢
272
Clv (b = W
0’H
272
;s V'H 9 (1.9)
kde
\/)\+2u—i()\’+2u’)
C _=
' p
p— o
o = 1.10
2 p (1.10)
nebo je-li material elasticky,
2
oo AR (1.11)
p p



2 Siteni vin v izotropnich materialech

pro pripad kartézské souradné soustavy

Nejprve budeme uvazovat siteni vin v izotropni rovinné desce | .

Rovnice poli pro vychylky a napéti v rovinné izotropni elastické pevné vrstvé mohou byt
vyjadieny jako superpozice poli ¢tyf objemovych vln uvnitt vrstvy. Piistup proto spociva
v odvozeni rovnic poli pro objemové vlny, které jsou fesenim vlnové rovnice v neohraniceném
prostiedi, a nasledném zavedeni okrajovych podminek na rozhranich mezi dvéma vrstvami
(Snelluv zdkon). Tim se definuji pravidla pro vazbu mezi vrstvami a pravidla pro superpozici
objemovych vin. Analyza vrstev je omezena na dva rozmeéry s pozadavkem rovinného pretvoreni

(plane strain) a pohybem pouze v této roviné. ,SH* médy zde nebudeme zkoumat.

2.1 Rovinné viny v neohrani¢eném elastickém prostredi

Odvozeni pohybovych rovnic pro neohranicené elastické prostiedi je obsazeno v mnoha uéebnicich
([ ], [ Ja| ]). Obvyklym piistupem je zacit s infinitesimalni krychlickou v neohrani-
¢eném elastickém izotropnim prostredi hustoty p. Vyuzijeme kartézsky souradny systém s vychyl-
kami u (uy, us a uz) v souradném systému x (z1, ro a x3). S pouzitim druhého Newtonova

zakona muzeme pro podminky rovnovahy psat:

82u1 60'11 80'12 80'13
P 8752 N 8x1 + 8:}02 * 6.173
82'&2 80'21 80’22 80'23
P T x| Om | Om
82U3 80'31 80'32 80'33
= 2.1
p (9152 all’l + (9x2 * 6’1’3 ( )
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kde 011, 012, atd. jsou slozky napéti pusobici na strany krychlicky a ¢ je Cas.

v

si tyto rovnice pomoci vychylek, k ¢emuz potifebujeme nasledujici rovnice, které vazou napéti

s pretvorenim a pretvoreni s vychylkou:

o1 = AA+2pueq, O3 = ANA+2puep, o33 = AA+ 2pess,
012 = €12, 023 = €23, 013 = MHE&13,
ouq Ous Ous
€11 = 7(% ) €22 = 7&75 ) €33 = 7830 )
1 2 3
8u1 8uz 8U2 8u3 0u1 6u3
€ = — + —, € = — 4+ —, € = — 4+ —, 2.2
12 8x2 31’1 23 0953 8952 13 85(73 8x1 ( )

kde A a p jsou Lamého elastické konstanty a A = 17 + €92 + £33 je zména objemu (dilatace)

elementu.

Substituce vede na vychylkovou pohybovou rovnici:

8211,1 0 8u1 aUQ 6U3 2
p 8t2 N (/\ + Iu) 8x1 (al'l * 8m2 * 8953 + Mv 8UI
0%uy 0 (Ou; Ous  Oug 9
o — (g, (8:761 T Oy T Oy ) THY O
82'&3 0 8u1 8u2 8u3 9
pu— 2-
P or At ) O (8:1:1 * Oy * O v Ous (2:3)

kterou lze vyjadrit ve vektorovém tvaru:

9%u

Pom = A+ V(V-u)+pViu (2.4)

kde V je vektorovy operator (0/0x1, 0/0xe, 0/0x3) a V? je skalarni operéator (9%/0x? +0? /03
+0?/0x32).

Tato rovnice nemuze byt integrovana primo; vhodnost predpokladaného tvaru feSeni se musi
kontrolovat derivovanim a substituci. Predpoklada se, ze vilnové celo je nekone¢na rovina, ktera
je kolma na smér Siteni, viz obr. 2.1. Déle se predpoklada, ze v libovolném misté ve sméru siteni
a v libovolném okamziku, jsou vSechny vychylky v roviné vlnového cela stejné. Tim se definuje

homogenni rovinna vlna. Za téchto predpokladu existuji dvé feseni, jedno pro ,longitudinalni“

13



vlny a druhé pro ,,piiéné“ viny. Céstice se u longitudindlnich vin pohybuji pouze ve sméru sifen{
a vlnovy pohyb spo¢iva pouze ve zméné objemu (dilatace). Céstice se u pifénych vin pohybujf
kolmo na smeér Sifeni a pohyb spociva v rotaci média bez zmény objemu. Vhodny zpusob
prezentace Feseni ve vektorovém tvaru je Helmholtzova metoda | |, ve které longitudinalni
viny (L) jsou popséany skaldrni funkci ¢ a piiéné viny (S) vektorovou funkei H, jejiz smér je

kolmy jak na smér Sifeni vin, tak na smér pohybu castic:

¢ _ ALei(k-xfwt)
H| = Ageilkx—wt (2.5)

Zde Ap a Ag jsou longitudindlni a pii¢né vinové amplitudy, k je vektor vinovych ¢&isel a w je
uhlova frekvence. Vektor vinovych ¢isel ma smér Sifeni vlny a popisuje jeji vlnovou délku a

rychlost.

2 w
Vnova délka = Rychlost = ¢ = — (2.6)
k| k|
Vlnové cislo je ilustrovano na obr. 2.1. Pro zobecnéni muzeme uvazovat vlnové amplitudy
jako komplexni veliciny Ape™, Age™, kde 1) je faze viny v prostorovém a casovém pocatku
r=0,t=0.

Pole vychylek je dano témito operacemi:

u=Vo+VxH (2.7)
N~~~ N——
ur, ug

kde x oznacCuje vektorovy soucin, V¢ odpovidd dilatacnimu (longitudindlnimu) pohybu a
V x H odpovida ekvivolumetrickému (pfi¢nému) pohybu. Substituci do pohybové rovnice (2.4)

obdrzime rychlosti vln, ¢; a ¢y jako funkce materidlovych konstant:

S :meu)(l—zu)

_ o Eo B
@ = p 2p(1+v) (28)

kde E je Younguv modul pruznosti a v je Poissonovo ¢islo.
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smeér Sifeni viny

vektor vinového Cisla
(kolmy na vinoplochy)

vinoplocha
(kolma na smér Sifeni)

Obrazek 2.1: Sifeni rovinné vlny v neohraniceném elastickém prostiedi s vektorem vlnového
c¢isla, k.

2.2 Rovinné viny ve dvourozmérném prostoru

Ve vicevrstvém deskovém modelu se obvykle predpokladd, ze vlnové délky jsou podstatné
mensi nez Sitka desky a Sitka vinovych poli a tedy, ze predpoklad rovinného pietvoreni je
platny. Souradny systém muze byt potom redukovan na rovinu definovanou smérem Siteni vin
a normalou k desce. V nasem piipadé je tedy rovina definovana osou x1, ktera je rovnobézna
s deskou, a osou s, kterd je kolma na desku. Obr. 2.2 ilustruje soufadny systém, ktery bude
pouzit pro desku, ackoliv v tomto stadiu nebudeme uvazovat zadnda rozhrani mezi vrstvami
ani zadné okraje desky. PTi rovinném pretvofeni se zadnd veli¢ina vzhledem ke sméru osy 3
neméni, tj. 9/0x3 = 0. Déle, jak je obvyklé v ultrazvukovych aplikacich, je model omezen
na vlny, u nichz se pohyb c¢astic odehrava pouze v roviné us = 0, tedy vylucujeme Loveho
mody | ]. Modelovani Loveho médu vyzaduje pouze malé zmény v odvozenich a muze

byt odvozeno za pomoci seismologické literatury, kde je jim vénovano vice pozornosti ([ 1,
[SK72], [SK71], [SK70] a [Sch80]).

Z rovnice (2.7) plynou pro vychylky longitudinalnich a pfi¢nych vin vztahy:
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u; = v¢: ]{32 ALGi(k.X_Wt)

0
)
o 0 ks |
us = VxH= 8%2 x| 0 | =] —k |Ageitext (2.9)
)
prn Hj 0

ve kterych vektorovy potencial H mifi ve sméru osy x3, tj. pohyb ¢éastic se odehrava v roviné

T1T9.
X1 poloprostor
(horni) -

X5

rozhrani i1

poloprostor

rozhrani i2

rozhrani i4

Obrazek 2.2: Systém znaceni pro vicevrstvou desku.

2.3 Superpozice rovinnych vin ve vrstevnaté desce

Vyvoj modelu pro vinovy pohyb ve vicevrstvé desce je dokoncen superpozici longitudinalnich
a pricnych objemovych vin a zavedenim okrajovych podminek na rozhrani mezi vrstvami. Na
kazdém rozhrani se predpokldda osm vin: longitudindlni (dilatacni) a ptitné (ekvivolumetrické)
vlny dopadajici na rozhrani shora a prochézejici dolu (L+, S+) a podobné longitudindlni (di-

lata¢ni) a pticné (ekvivolumetrické) viny dopadajici na rozhrani zdola a prochazejici nahoru
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(L-, S-). Existuji tedy v kazdé vrstvé vicevrstvé desky ¢tyti viny (Obr. 2.2). Snelluv zdkon pro
interakci vln vyzaduje, aby vSechny vlny mély na kazdém rozhrani stejnou frekvenci a pros-
torové vlastnosti ve sméru osy x,. Z toho vyplyvé, Ze vSechny vychylkové a napéfové rovnice
maji stejné w a stejnou k; = £ slozku vinového ¢isla (,,deskové vinové ¢islo®), kterd je projekei
vektoru vlnového ¢isla objemové viny do rozhrani. VSechny rovnice poli pro vSechna mista ve

vSech vrstvach tedy obsahuji nasledujici faktor, F', ktery je vzhledem k systému invariantni:

F = lm—et) (2.10)

Toto vaze uhly dopadu, lomu a odrazu homogennich objemovych vin ve vrstvach s rychlostmi

téchto objemovych vin néasledujicim vztahem:

§ 1 sin (QL) o sin (05)
; =

2.11
Cph C1 Co ( )

kde 0, a 6g jsou uhly, pod kterymi se §ifi longitudinalni a pii¢cné objemové viny vzhledem
k normale vrstev (smér osy x2). Invariant ¢, je projekce rychlosti objemové viny ve sméru osy
x1 a vzhledem k modalnim fesenim se jedné o fazovou rychlost sificich se vin. S pouzitim rovnic
(2.6) a (2.8) 1ze také vyjadiit pomoci deskového vinového éisla (£ = k1) a rychlosti objemovych

viln, ¢; a ca, slozky ks objemovych vin v kazdé vrstve :

w
kope = £y/—5 — &
1
02
bass = )5 € (2.12)
2

Znaménka + a - opét oznacuji vlny putujici ve sméru kladné (,dolu“) resp. zaporné (,,nahoru*)
0sy T. Pokud je w?/c? vétsi nez €2, pak ks je realné a vina je homogenni a putuje pod néjakym
nenulovym hlem vzhledem ke sméru osy x;. Pokud je w?/c? mens{ nez &2, pak ky je vyhradné
imaginarni a vlna je nehomogenni, neboli ,zanikajici“, a putuje ve sméru osy x; a amplituda

se ji tlumi ve sméru osy 5.

Pouzijeme-li rovnice poli, muzeme z amplitud objemovych vin zjistit vychylky a napéti v libo-

volném misté ve vrstvé:
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Pro longitudinalni objemové viny:

Pro pricné objemové viny:

Uy EAL L Fetioy u = Ay Feicy
Ug +( Apy Fetiow Uy = —EAgyFet oy

ou i <w2 - 2034’12) AppFee o = F2ip3EGAgLFet

099 ip <w2 — 20352) A L FetiGy 099 = —011 (2.13)
033 ipw? (1 — 203/03 AL FeTicy o33 = 0

012 +£2ipc3EQ Aps Fet ™Y o1z = ip (W2 - 2035) Agy Fe'ey

o13 093 =0 o13 = 0233=0

kde (1 = Jw?/d — € a (o = \Ju?/ — €2.

Vychylky a napéti v libovolném misté ve vrstvé mohou byt tedy nalezeny sumaci piispévku
vyvolanych ¢tyfmi vinovymi slozkami ve vrstvé. Pro vicevrstvy systém jsou zajimavé ty veliciny,
které musi byt spojité na rozhrani: dvé slozky vychylky, u; a us, normalové napéti, gss, a

smykové napéti, o15. Provedeme-li vhodnou substituci,

[ elG1zz 9oy = o622 (2.14)

a zanedbame spole¢ny faktor, F', mizeme veli¢iny pole ve vrstvé vyjadfit maticovou rovnici:

£ _ G
Uy £9¢, 9 C29¢, 96 A,
Ug <1g(:1 _g% _59@ _é Ar_
T (w2 — 90262 ip(w?—2c3¢*) e 2ipeciCs
022 ip (w* —2c567) 9o S —2ip€c3Cagc, o, Agy
; —2ip€c? . ip(w2—2c2¢2
721 2ips3Ge L ip (WP - 20567 g, ol 2Ae) o L L As-
(2.15)

Matice v rovnici (2.15) je matice pole, kterd popisuje vazbu mezi vlnovymi amplitudami a
vychylkami a napétimi v libovolném misté v libovolné vrstvé. Jeji koeficienty zavisi na pficném
umisténi v desce (x3), materidlovych vlastnostech vrstvy v daném misté (p, ¢; a cg), frekvenci
(w) a invariantnim deskovém vlnovém ¢éisle (¢ = k). Pocatek souradnice z, muze byt
umistén libovolné a muze byt dokonce pro kazdou vrstvu jiny, protoze fazovy
rozdil mezi vrstvami mutze byt zahrnut do faze komplexnich vlnovych amplitud.

Matici pole budeme oznacovat zkratkou [D].
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3 Metoda pfenosové matice

pro elastické viny a pravé mady

Zakladem metody prenosové matice je postupna kondenzace vicevrstvého systému az na mnozi-
nu ¢tyt rovnic, které vazou okrajové podminky na prvnim rozhrani s okrajovymi podminkami
na poslednim rozhrani. Pi tomto procesu jsou eliminovany rovnice pro vnitfni rozhrani, takze
pole ve vSech vrstvach desky jsou popsana vyhradné velicinami vnéjsich okrajovych podminek.
Zakladni princip popisu vrstevnatého prostiedi prenosovou matici se pfipisuje Thomsonovi
[ |, ktery ukézal, ze k popisu pfenosu vln skrz libovolny pocet vrstev lze pouzit matice.
Haskell | ] nésledné opravil chybu v Thomsonové ¢lanku a ukazal, ze metodu lze pouzit

k nalezeni modélnich feSeni pro povrchové viny.

Obrazek 2.2 znazornuje systém znaceni, ktery bude pouzivan v nasledujicim vykladu. Pro
ilustraci je uveden systém o péti vrstvach, ktery se skldada z tiivrstvé desky a dvou polopros-
tort. Poloprostory povazujeme také za vrstvy, i kdyz se jedna o vakuum. Vrstvy systému jsou
oznacené [1 az [5 a rozhrani i1 az i4. Ackoliv orientace desky v prostoru je libovolna, je vhodné
odkazovat se na vrstvy pomoci jejich vertikalni pozice v systéme a na rozhrani pomoci hornich
a dolnich povrchu jednotlivych vrstev, jak je uvedeno na obrazku 2.2. Kazdd vrstva ma svuj
vlastni pocétek osy 5 definovany svym hornim rozhranim, kromé prvni vrstvy (I1), kterd ma

pocatek na rozhrani s druhou vrstvou (/2), abychom nemuseli mit poc¢atek v —oo.

Predpokladejme, ze vychylky a napéti na prvnim rozhrani ({1) jsou znamy. Amplitudy ¢tyt vin

v horni vrstvé [2 lze najit invertovanim matice [D]:

A(r+) Uy
Az ~1 U2
= [D] (3.1)
A(5+) 12,50p 2
A(S—) 012

12,top
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Vychylky a napéti na dné této vrstvu, tj. na druhém rozhrani (:2), lze najit z vinovych amplitud

ve vrstve [2:

Uy (31

U2 1 U2

- = [D]lz,bottom ' [D}lz,top - (3.2)
912 |15 bottom 712 |15 t0p

Maticovy soucin v této rovnici nyni vaze vychylky a napéti mezi hornim a dolnim povrchem

jedné vrstvy a budeme se na néj odkazovat jako na matici vrstvy, [L]. Pro pfipad druhé vrstvy
mame:

-1

[L];, = [D]ubottom ' [D]zz,top (3.3)

Inverze matice [D] muze byt vyjadiena explicitné (] Nl Ja] ]) alze tedy expli-

citné vyjadfit i koeficienty matice [L], coz je vyhodné zejména pro analytické studie. Koeficienty

jsou:

«a w gp
k1B 1 k13*Cp 1
Lis = ——— | go— — — —
12 202C., (9 a) 22 gs + o
k1 1 1
Lz = 0wt — —gg— —
T 20w <g . Ty )

k2 1 C 1

Ly = —2* |g,— — s .
M 2iw?pC,, (g ga> * 2iw?p (gﬂ g5>
C,3%k, 1 Bk 1
Ly = oy B L
21 2\ 7 + 220, gs + 9

B 1\ g2 1
Ly = 202 <ga+ g_> + wzl (96"’ _>

a 9s
C, 1 k2 1
Loa = @ N S S _
8 2iw?p (ga ga> * 2iw?pClp (gﬁ gg>
Loy = Ly
ipBB%k 1 1
Ly = [)21<9a+—gﬁ—>
w Ja ags
ipB? 1\ 2ipB2C; 1
Ly = o | TR (g - =
32 Sw2C. (9 ga> + 2 9s 7
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L33 - L22

L3y = Ly
2ipBtkiC, 1 ipB? 1
Ly = ZPPMTa (2 ) P2 (o~
- w? 9 Ja + 2w2Cp 9p 93
Ly = Lg
Lyg = Lo
L44 — L11 (34)

Vychylky a napéti musi byt na ,,svafeném “ rozhrani mezi vrstvami spojité. Tedy

Uy Uy
Uz Uz
022 022
o o
12 143.top 12" ]2 bottom
Uy
U2
= [L], (3.5)
022
o
12 142 top

Tento proces muzeme postupné provadét pro vSechny nasledujici vrstvy. Vysledkem je rovnice:

Uq (75}

(75 U9

. = [9] . (3.6)
22 22

912 |4, top 912 |15 top

kde n je ¢islo posledni vrstvy (v nasem ptipadé 5) a [S] je matice systému, vytvorend maticovym

soucinem jednotlivych matic vrstev:

[S] = [L]m [L]l3 [L]l(n—l) (3.7)

Pokud poloprostor neni vakuum, je ui¢elnéjsi popsat hranici systému pomoci vin v poloprostoru,
nez vychylkami a napétimi. Pro pfipad, ze oba poloprostory jsou tuhé, dostaneme nasledujici

rovnici systému:
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A 1 A

= [D]ntop 1S [Pl (zy= (3.8)
A(s+) In,t0p 11,(x2=0) A(s+)
Ao |, Aoy |y

3.1 Reseni odezvy

Pro teseni odezvy nekonecné rovinné vlny pro desku ulozenou v tuhém prostiedi musi byt
znamy Ctyti z osmi vlnovych amplitud v rovnici (3.8), coz ndm umozni nalézt zbyvajici ¢tyti
pfimou manipulaci s touto rovnici. Vétsinou se predpoklada, ze jedna ze ¢tyf dopadajicich
(vstupnich) vin ma jednotkovou amplitudu a ostatni jsou nulové. Koeficienty odrazu a prostupu
rovinné vlny jsou potom dany amplitudami ¢tyi vystupnich vin. Pokud je deska ponofena do
kapaliny, méli bychom spravné vSechny rovnice prepsat, abychom vyloucili moznost pricnych
vin v kapalindch (také pokud je jedna z vrstev systému kapalina | |). Avsak v praxi se
pouziva cely systém rovnic, ve kterém ale zajistime zanedbatelny piicny pohyb v kapaliné.
Toho lze dosdahnout specifikovanim velice malé rychlosti objemovych ptiénych vin pro kapalinu,

napf. o nékolik fadi méné, nez je rychlost objemové longitudinalni viny | ].

Reseni odezvy poskytuje amplitudy a fize odrazenych a proslych rovinnych nekoneénych vin
v ustéleném stavu pfi konstantni frekvenci. V mnoha piipadech je toto dostatecné informace.
Avsak, jak bylo zminéno v tvodu, lze téz délat predikce odezvy, ktera je konecnd jak v prostoru,
tak v case ([ 1, | 1, 1 la] ]), a tedy napf. simulovat signél, ktery se ziskd

snimacem konec¢né velikosti.

3.2 Modalni feSeni pro pravé maédy

Jestlize jsou oba poloprostory vakuum, pak modalni feseni vyzaduje nulova napéti na krajnich

rozhranich il a i (n — 1), jak je uvedeno na obrdzku 3.1(a). Nyni muzeme rovnici (3.6) psat

jako:
Uy Uy
U9 (%)
=[9 3.9
. S]] (3.9)
In,t0p 0 12,t0p
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Rozepsdnim této rovnice pro dva (nulové) napétové cleny na levé strané dostaneme:

0
[ ] - “ ] (3.10)
0 U2 12,top

kde matice fadu dvé je dolni leva submatice matice [S] (fadky 3 a 4 a sloupce 1 a 2). Aby bylo

S31 S32
541 542

tato rovnice splnéna, musi byt submatice singuldrni, tzn. determinant submatice (charakteri-

sticka funkce (f) systému) musi byt roven nule:

J =531 %513 — Sy1 % S35 =0 (3.11)

Pravé médy mohou cestovat také v deskovych systémech, ve kterych jeden nebo oba polopros-
tory nejsou vakuum, ale pouze za podminky, ze zadna energie neodchéazi v desky do polopros-
toru. Aby byla tato podminka splnéna, musi byt vlnové komponenty v poloprostorech 1 a In
nehomogenni, takze oni mohou nést energii podél desky, ale nejsou schopni nést energii pryc

od krajnich rozhrani i1 a i (n — 1).

J = Sgo % Sy — Sio %55, =0 (3.12)
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vakuum
normalové napéti [1,,=0

/’ smykové napéti [J,,=0

deskova vina

) \ normaloveé napéti [1,,=0

rozhrani i1

rozhrani i(n-1)

vinoplochy smykové napéti [J,,=0
vakuum
(a)
pevna faze vstupujici viny
nebo musi byt nulové
kapalina v v ¥

shold D

rozhrani i1

deskova vina

rozhrani i(n-1)

T L SAT oS
pevna faze vinoplochy (R I
nebo vstupujici viny
kapalina musi byt nulové

(b)
Obrazek 3.1: Okrajové podminky pro modalni feseni v deskach:

(a) deska ve vakuu,
(b) deska v pevném prostiedi nebo kapaliné.
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4 Metoda globalni matice

V roce 1964 publikoval Knopoff zcela odlisnou maticovou formulaci pro vicevrstvé prostiedi
[ |, kterd je alternativou k technice pfenosové matice a kterd muze byt pouzita pro
odstranéni problému vysoké hodnoty soucinu frekvence a tloustky. Tato metoda byla prvné
implementovdana Randallem | | a nasledné byla pouzita fadou dalsich badatelu ([ 1,
[ 1, [ I, | I, 1 1, [ 1, [ laf ]). Pro rozvoj metody bylo mimo-
radné dulezité pochopeni dulezitosti volby prostorovych poc¢atku objemovych vin v kazdé vrstvé
{l ], [ la| ]). Vyhody metody spoéivaji v jeji robustnosti (zustava stabilni i pro
vysoké hodnoty soucini frekvence a tloustky) a déle v tom, Ze metoda globalni matice umoziuje
pouzit stejnou zakladni matici jak pro realné, tak pro komplexni vinové ¢islo; vakuové, kapalné
nebo tuhé poloprostory a jak pro modalni feseni, tak pro feseni odezev. Nevyhodou je, Ze
globalni matice muze byt velice rozsahla a feSeni pak muze byt v pfipadé systému s mnoha
vrstvami relativné pomalé. Avsak rychlost modernich pocitacu toto omezeni vyrazné redukuje.

Porovnani a popis ruznych maticovych technik 1ze nalézt v | ].

V metodé globélni matice reprezentuje cely systém pouze jedna matice. Globalni (systémova)
matice se skldda z 4 (n — 1) rovnic, kde n je pocet vrstev (véetné kazdého polonekonecného polo-
prostoru, ktery je povazovan také za vrstvu). Rovnice, ve skupiné po ¢tyfech, jsou zaloZeny na
splnéni okrajovych podminek na kazdém rozhrani. Tedy nejsou délany zadné apriorni predpokla-
dy o néjakych vzajemnych zévislostech mezi mnozinami rovnic pro kazdé rozhrani. Regen{
se provadi na celé matici, adresovanim vSech rovnic soucasné. To neznamend, ze rozhrani
jsou uplné nezavisld, protoze rovnice na rozhrani jsou ovlivnény prichodem vln od sousednich
rozhrani. Avsak, jak roste soucin frekvence a tloustky, tak se redukuje vliv nehomogennich
vln putujicich podél jednoho rozhrani na vychylky a napéti ve vedlejsim rozhrani. Mira vlivu
je urcena exponencialnimi ¢leny v globdlni matici. Vliv téchto ¢lent je pro nehomogenni viny
vzdy slabnouci, tedy v limité zmizi a nehomogenni vlna putujici podél jednoho rozhrani nema
vliv na vlny ve vedlejsim rozhrani (tj. vrstva se chova jako poloprostor). Metoda tedy zustava

naprosto stabilni pro libovolnou velikost souc¢inu frekvence a tloustky, nebot se neopira o spo-
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jovani nehomogennich vln z jednoho rozhrani do druhého.

Uvazujme jedno rozhrani, napf. druhé rozhrani (i2) na obr. 2.2. Pouzitim vztahu (2.15) muzeme
vyjadrit vychylky a napéti na rozhrani jako funkci vlnovych amplitud na hornim okraji treti
vrstvy (18) nebo jako funkci vlnovych amplitud na dolnim okraji druhé vrstvy (I2). Z davodu

spojitosti vychylek a napéti na rozhrani musi dat obé vyjadieni stejny vysledek. Tedy

Ay Ay
A A
D =D 4.1
[ ]zz,bottom A(s+) [ ]l3,top A(s+) ( )
Ao Aso g
coz muzeme vyjadrit jedinou matici jako
A1)
Az
A(S+)2
As—y2
[[Das] [— D3]] A =0 (4.2)
(L+)3
A3
A(s1)3
| Ags-ps

kde index 2 resp. 3 odkazuje na vrstvu [2 resp. [3 a t resp. b k hornimu resp. dolnimu okraji

kazdé vrstvy. Tato rovnice popisuje interakci vin sousednich vrstev [2 a [3 na rozhrani 2.

Nez budeme pokracovat, provedeme modifikaci prostorovych pocatkiu objemovych vin, coz
ovlivni vztah (2.15). Misto abychom definovali pocatek pro vSechny vlny ve vrstvé
na hornim okraji vrstvy, budeme definovat pocatek vsSech vin ve vrstvé mistem
jejich vstupu do vrstvy. Tedy viny putujici dolu (L+, S+) maji svuj pocatek na hornim
okraji vrstvy a vlny putujici nahoru (L-, S-) maji svuj poc¢atek na dolnim okraji vrstvy. U polo-
prostort zadnou zménu nedélame. S touto modifikaci a s odkazem na vztah (2.15) mohou byt

matice [D] pro horni resp. dolni okraj vrstvy vyjadreny jako:

k1 k19a Cs —Csgs

[Dt] _ Ca —Laga _kl _klgﬂ
ipB ipBga —2ipk:3°Cp 2ipk13°Cpgp

2ipk13*Co  —2ipk152Coga ipB ipBggs
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resp.

k19a k1 Cs9s —Cp
Caga _Ca _klgﬁ _kl
[Dy] = . . o o (4.3)
ipBga ipB —2ipk13°Cpgs  2ipk13-Cp
2ipk1620aga _2Z.pk1ﬁ20a Z,Ong ZpB

Podobna rovnice k rovnici (4.2) muze byt nyni napsdna pro rozhrani i3 a jednoduse pfiddna
ke globalni matici. Takto postupujeme i pro vSechna ostatni rozhrani. Vysledkem je matice
popisujici 4 (n — 1) rovnic pro 4n neznamych. V piipadé piikladu z obr. 2.2 vypadd maticova

rovnice nasledovné:

Dy) =D m
[Day]  [~Dsl ’
Dul [—Dal [A3) | = [0] (4.4)
3b 4t - [A4]
[Dy] [—Ds] _ (4] |

kde vinové amplitudy v kazdé vrstve, Ay, Ay, A4 a Ay, jsou zkracené zapsany jako
vlnovy vektor vrstvy [A]. Ctyii vlnové amplitudy v rovnici (4.4) musi byt nyni oznaceny jako
znamé a presunuty na pravou stranu rovnic. Pro ultrazvukové aplikace se obvykle jako znamé

voli dopadajici vlny v obou poloprostorech, tj. Ar4y1, Ais4)1, A—)s a As—ys, z cehoz plyne:

D] [=Dal _[id_
Du)  [-Du] { Aﬂ
Da]  [~Da Ay
[Dy] [-D% .
=P | ag)
- [ |Af] ]
|- D] 0
= 0] (4.5)
i 0]
Dy, _
Pal )| e |

kde horni index + resp. - oznacuje ty ¢asti matic nebo vektoru, které odpovidaji + resp. -
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vindm. Tedy kazdy z vektoru [A"] a [A~] se skldada z poloviny vektoru [A] a matice [DT] a [D~]

jsou submaticemi (¢tyfi fadky, dva sloupce) matice [D]. Stépen{ je nasledujici:

]
[ A*} _ (L+)
| A |
L]
) - [ 4
| Ags |
Dll D13
Dy, D
{Dﬂ _ 21 123
-D31 D33
L D41 D43 ]
D12 D14
_ D22 D24
D™| = (4.6)
[ } D32 D34
L D42 D34 ]

Systémovd matice na levé strané rovnice (4.5) a Fidkd matice na jeji pravé strané jsou matice
¢tvercové dimenze 4 (n — 1). Pokud jsou zndmé vlnové amplitudy dopadajicich vln, muze byt

prava strana rovnice vyhodnocena okamzité.

4.1 Reseni odezvy

Reseni odezev pro vektor vlnovych amplitud na levé strané vztahu (4.5) lze snadno a rychle
ziskat inverzi systémové matice. Toto TeSeni je Casové nejnarocnéjsi ¢asti analyzy. Pokud vsak
existuje mnoho vrstev a koeficienty jsou komplexni, muze byt matice dosti rozsahla. Navic
muze byt matice obéas téméf singuldrni (pfesné to nastane, pokud hodnoty vlnového ¢&isla
a frekvence odpovidaji hodnotdm pro modalni feseni). Vyplati se proto pouzivat aritmetiku
s dvojndsobnou (nékdy i ¢tyfndsobnou) presnosti a implementovat efektni a robustni fesici
algoritmus. Vyzkousenym spolehlivym piistupem (| 1 [ 1 [ Ja| ]) je pouziti
Gaussovy eliminace s ¢astecnym vybérem hlavniho prvku, pii které se vyuzije pasova povaha

matice pro zlepseni efektivnosti.
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4.2 Modalni feeni

Modalni feseni pro systémy, ve kterych poloprostory nejsou vakuum, je ziejmé, protoze systém
je jiz popsan cleny vlnovych amplitud v poloprostorech, viz rovnice (4.5). Dopadajici viny
jsou nulové a tak pravd strana rovnice musi byt nulova. Tedy systémovéd matice [S] musi byt
singuldrni, to znamena, jeji determinant musi byt roven nule. To vede na charakteristickou

funkeci:

f=151=0 (4.7)

Pokud horni a dolni poloprostory jsou vakuum, pak matice [D*] a [D~| nemohou byt vyhodno-
ceny. Je tedy potfeba modifikovat systémovou matici, aby spravné zachovavala chovani systému,
tj. absence vin ve vakuu a nulova napéti na volném povrchu. To 1ze udélat preformulovanim
problému, coz se projevi mensi systémovou matici. Submatice a vilnové amplitudy odpovidajici
poloprostorum jsou ze vztahu (4.5) odstranény a zbyvajici horni a dolni submatice jsou rozdéleny
na vychylkové a napétové fadky. Napétové ¢ésti jsou potom piesunuty na pravou stranu jako
znamé. Tim opét obdrzime ¢tvercovou systémovou matici a feSeni je pak mozné. Avsak mno-
hem jednodussi alternativou | |, kterd ponechéva feSeni naprosto obecné, je zachovat
plnou systémovou matici a modifikovat vrstvové konstanty pro poloprostory z vakua takovym
zpusobem, ze matice [D*] a [D~] mohou byt vyhodnoceny, tudiz feseni je mozné a vysledna
povrchova napéti jsou nulova. Toho se dosdhne nastavenim objemovych rychlosti ¢; a ¢y pro
vakuum na libovolnou nenulovou hodnotu a hustoty p na nulu. Po téchto modifikacich je se-

staveni matice a jeji feSeni stejné jako u systému, ktery nema poloprostory z vakua.

Charakteristickd funkce metody globdlni matice vede na komplexni hodnoty jak pro pravé
mody, tak pro dtlumové médy. Schwab | | vsak ukézal, ze pro pravé mdédy lezi tyto kom-
plexni hodnoty na realné nebo imaginarni ose. Stejné jako u metody prenosové matice plati,
ze existence feSeni charakteristické funkce jesté nedokazuje existenci modalniho feSeni, pouze

tikd, ze systémova matice je singuldrni.
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5 Analyticka feSeni pro pripad pravych
a rozptylovych Lambovych vin

Metoda globalni matice umoznuje analyzovat Sirokou fadu ruznych geometrii pouzitim stejné
konfigurace. Avsak neni nijak rychla. Pro jednoduché systémy, které jsou bézné analyzovany,
je uzitecné vypocitat hodnotu charakteristické rovnice analyticky. Jednda se zejména o ptipady
jednovrstvych, elastickych a izotropnich desek ve vakuu nebo kapaliné. Tyto piipady zahrnuji

pravé Lambovy viny a rozptylové Lambovy viny.

Stejné odvozeni je pouzito jak pro piipad pravych, tak rozptylovych Lambovych vIn, s vyjimkou
toho, ze ztrata vyvoland vlnami unikajicimi (rozptylovanymi) do obklopujici kapaliny je v piipa-
dé desky ve vakuu eliminovana. Néasledné odvozeni sleduje stejny obecny postup jako odvozeni
pro matici vrstvy u rovinné izotropni desky. Avsak okrajové podminky a rovnice pro obklopujici
prostiedi jsou vlozeny piimo do charakteristické rovnice. Na rozhrani mezi pevnou vrstvou
a obklopujici kapalinou se uplatni nésledujici okrajové podminky. Normalova vychylka, us,
nebude muset byt spojitd. Navic normalové napéti, o9s, musi byt pro vyvazeni tlaku spojité.
Smykové napéti, o152, musi byt na rozhrani nulové, protoze kapalina nemuze prenaset smykové

sily. Na ostatni vychylky a napéti nejsou kladena zadna omezeni.

Odvozeni pro rozptylovou Lambovu vinu za¢ind stejné jako odvozeni pro izotropni vrstvu.
Ptredpokladame, ze se vlnovodné vlna Siti ve sméru osy zi, rozhrani mezi vrstvami se objevi
v konstantni hodnoté ve sméru osy x, a systém je ve stavu rovinného pretvoreni. Piicny ho-
rizontalni méd je ignorovan a je uvazovan pouze pohyb v roviné x — y. Vychylka muze byt
vyjadiena dvéma potencidly, skaldrnim a vektorovym, u = V¢ + V x H, kde skalarni vektor,

¢, je ve tvaru,

¢ = [ALl COS (k’g[EQ) + AL2 sin (]{321'2)] ei(ﬁzl—wt) (51)

a vektorovy potencial, H, je ve tvaru,
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H = [Ag cos (kaza) + Ago sin (koxs)] l&z1—wt) (5.2)

Pole je po tloustce popsano jako suma sinti a kosinii, takze feseni muze byt pozdéji separovano
na symetrickou a antisymetrickou éast. Pokud je pole po tloustce popsdno exponencidlami,
jako tomu bylo v pfipadé izotropni vrstvy, symetricka a antisymetricka ¢ast jsou spolu svazany.
Ponévadz amplituda vinového ¢isla je pro skaldrni potencidl rovna w/v; a pro vektorovy po-
tencidl rovna w/v,, mohou byt dvé slozky vlnového ¢isla navzajem specifikovany. Tudiz pokud
slozka vInového ¢isla ve sméru Siteni, kq, je reprezentovana jako &, lze specifikovat ctverec slozky

vlnového ¢isla kolmou na smér Siteni jako:

2 2/ 2 2
o= wiuy—¢§

G = Wy -¢ (5-3)

kde (; je normalova slozka vinového ¢isla pro skalarni potencidl, ¢, a (5 je normalova slozka
vlnového ¢isla pro vektorovy potencial, H.
Specifikovani vychylky dvéma riznymi potencidly vede na vyrazy pro vychylky vyvolané kom-

presni vlnou (uy) a rotaéni vlnou (ug). Tedy vychylka v desce muze byt zapsdna jako:

Relo}
Ox1
Rel
oxs
Zf COS <C1I2> 25 sin (CLTQ)
= An | ~Gsin(Gaa) | €7 4 A | Geos Q) | €€ (5.4)
0 0
0 _
or1
Us = VxH= 8%?2 X
o9
s | L Hs
—(asin (Co2) Ca cos (Ca2)
= ASl —lf COS (CQZEQ) €i(§x17wt) + ASQ —Zf sin (CQZL'Q) €i(5117“)t) (55)
0 0
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kde vektorovy potencial H ma smér osy 3 , takze pohyb castic se uskuteciiuje pouze v roviné

T1T9.

Normaélové kompresni napéti a tangencialni pricné napéti lze vyjadrit jako:

092 = AA+2ueq

012 = MUE€12 (56)
kde
8U1
1 = 3—x1
8@62
€22 = 57332
8U3
€33 = 8—x3
8u1 8u2
€12 = Er + o1,
A = e11+¢e+ess (5.7)

a kde A a p jsou Lamého elastické konstanty a A je zména objemu elementu. Vlozeni vyrazi

pro vychylky do téchto rovnic vede na nasledujici vyrazy pro normalova a ptri¢na napéti:

Kompresni: Rotacni:

Oooy = —i ((:22 — 52) cos (G122) Ot = 2u&(sin (G2)

O = —l (522 — {2) sin (¢122) Ooa- = —2u(scos (Gax2)

o190 = —2ip¢i€sin ((xa) Oi24 = —H (C22 - 52) cos (Cor2)

01— = 2ipi€ cos (Caxs) Ol = —i (Cg — 62) sin (¢oz2)  (5.8)

kde je ve viech vyrazech vynechdn ¢len e¢*17Y  P§i vypoctu vyrazu pro normalové napéti,
029, byla pouzita substituce, A (¢Z + &%) + 2u¢? = p (G — &%),

Obklopujici kapalina muze byt modelovana jako jednoduchy skalarni potencial, ponévadz nepte-

nasi zadné pricné sily. Dva potencidly, odpovidajici hornimu a dolnimu poloprostoru, 1ze vyjadrit
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jako:
o1 = [Aliqle_i(VxQ)] &) hro ze < —d/2
¢L2 _ [Ali(ﬂei(vxz)} ei(fx—wt) pPIo s > d/2

Pro kapalinu lze proto vychylku a napéti vyjadrit vztahy:

0P
al’g
= —z'fyAque”'(W‘“*) pro xo < —d/2

U2 =

nebo i’yAliqgei(W‘"’) pro zo > d/2

2
092 = wprPr

kde v = y/w?/c2 — €2 a ¢y, je rychlost objemové viny v obklopujici kapaliné.

(5.9)

(5.10)

Vyhodnocenim vyrazu pro normélovou vychylku, normalové kompresni napéti a tangencialni

priéné napéti na hornim povrchu (—d/2) a dolnim povrchu (d/2) a nastavenim hodnot pro pev-

nou desku na hodnoty pro zatizeni kapalinou dostaneme matici A, ktera je feSenim nasledujici

rovnice
AL+ U2 |z3=d/2
AL_ U’Q ac3:—d/2
AS g -
+ 22 |x3=d/2
[A] - =
Ag_ 022 |g3=—d/2
Aliql 012 |x3=d/2
Aliq2 012 |z3=—d/2
kde A je,
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—(18in (¢1d/2) C1cos (€1d/2) —i€ cos (¢2d/2) —i€ sin (¢2d/2) 0

—A1n —A1nn —A11 —A11 iveird/2
—1 (3 —€2)cos(C1d/2)  —p (¢F - €?) sin(Crd/2) 2ip€Ca sin (C2d/2) —2ip€Ca cos (¢2d/2) 0
—A11 —A11 —A1 —A11 w?ppetrd/?
—2ip£Cy sin (C1d/2) 2ipgCicos (C1d/2)  —p (¢ —€2) cos (Cad/2)  —p (3 — €2) sin (Cad/2) 0
—A1nn —Ann —An —A11 0
(5.12)

Rovnice (5.11) je splnéna, pokud je determinant matice A nulovy. Pfed fesenim determi-
nantu muzeme pro urychleni vypoctu separovat matici A do dvou submatic. Secteni a odecteni
ruznych fadku a sloupcu a déleni parcidlnich vinovych amplitud v kapalnych poloprostorech

iyd/2

spolecnym faktorem e vede na nasledujici submatice:

(i sin (¢1d/2) i€ sin (Cad/2) iy
(GG — &) cos(Gd/2)  2ipgCacos (Gd/2)  —w?py | =0 (5.13)
2ipéysin (G1d/2)  p(¢2 — €2)sin (Gd/2) 0

¢y cos ((1d/2) i€ cos ((2d/2) —iry
p(G - )sin(Gdf2)  pEGosin(Gd/2) o | =0 (5.14)
2ipll cos (G1d)2)  p (¢ —E%)cos(Cd/2) 0

které predstavuji symetrické a antisymetrické feseni charakteristickych rovnic. Tyto matice
radu 3 lze vytesit, obdrzime standardni Lambovy vlnové rovnice s jednim dodate¢nym ¢lenem.

Resen{ pro symetrické médy:

(63— &) cos (Cud/2)sin (G2d/2) + 4€%iGasin (G1d/2) cos (Gad/2)

'Zflfg sin (Cd/2) sin (God/2) (5.15)

— 1

a pro antisymetrické maédy:

(G2 — &) sin (Gd/2) cos (d/2) + 4EC1Ga cos (Gd/2) sin (Gad/2)
préiw

Py cos (¢1d/2) cos ((2d/2) (5.16)

+ 1
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Tyto vyrazy lze pouzit namisto metody globalni matice k vypoctu disperznich kiivek pro jed-
novrstvou desku obklopenou kapalinou nebo vakuem. Ponévadz symetrické a antisymetrické
mody spolu nejsou nijak svazany, je Feseni stabilnéjsi (a rychlejsi) nez u obecnych technik feseni.
Ackoliv tato technika poskytuje analyticky tvar pro charakteristickou rovnici, platné kombinace
frekvence, vlnového cisla a utlumu se musi stale hledat itera¢né stejnymi technikami, jaké se

pouzivaji, kdyz je charakteristicka rovnice vypoctena pomoci globalni matice.
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6 Ukazky vypocti disperznich krivek

Metodou pfenosové matice (TMM) a metodou globalni matice (GMM) byly vypocteny disperzni
kiivky pro 2 mm silnou ocelovou desku umisténou ve vakuu (vzduchu). Frekvenéni rozsah byl

5 MHz a rozsah vlnového éisla byl 6000 m~1.

Vypisy programu v MATLABu jsou uvedeny v kapitole 9.1 a 9.2. Vstupni soubor pro tyto

programy je uveden v kapitole 9.3.

Na obrazku 6.1 je uveden vysledek vypoctu disperznich kiivek metodou prenosové matice. Na
obrézku jsou vyneseny vrstevnice hodnot charakteristické funkce systému (3.11). Vrstevnice jsou
vyneseny pro dvé hodnoty v tésném okoli nuly, tedy tak aby odpovidaly hledanym disperznim
kiivkam.

Na obréazku 6.2 je uveden vysledek vypoctu disperznich kiivek metodou globalni matice. Na
obrazku jsou vyneseny vrstevnice logaritmu absolutni hodnoty charakteristické funkce systému
(4.7), nebot charakteristickd funkce systému je pti vypoctu metodou globdlni matice komplexni.

Hledanym disperznim ktivkdm odpovidaji jednotliva udoli.
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Obrazek 6.1: Disperzni krivky metodou prenosové matice.

0 200 400 600 800 1000
1A Tm™

Obrazek 6.2: Disperzni kiivky metodou globalni matice.
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[ Ptehled ¢asto pouzivanych vztahu

7.1 Vztahy pro rychlosti a vztahy mezi materialovymi

konstantami

Rychlost longitudinélni objemové viny (¢;) lze pomoci Laméovych konstant (A a p) nebo Youn-

govym modulem (E) a Poissonovym ¢&islem (v) vyjadfit vztahem

. /)\+2u_\l E(1-v)
1= p \Np(d+v)(1-2v)

a pri¢nou objemovou rychlost (¢3) lze vyjadiit vztahem

_\/ﬁ
Cy = —
P

Rychlost Rayleighovych vin lze urcit nalezenim kotfent nésledujiciho polynomu:

T3 —8T* + (24— 16R)T — 16 (1 — R) = 0,

kde T = (cr/c2)” a R = (ca/c1)?
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7.2 Vztahy pro napéti a pretvoreni

011 = A4 2ueq;
099 = AA + 2/11622
033 = AA + 2#633

012 = HME€12
0923 = &3
013 = Me&13
aul
€11 = _0x
1
3u2
€22 = S
81’2
8U3
€33 = —0$
3
3u1 8u2
€12 = ST T 3
81‘2 8;1:1
8uQ 8U3
e = o F 5
83173 61‘2
3u1 8u3
€13 = S - T 3
8x3 8x1
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8 Vlastnosti materialu

Nasleduje tabulace nékterych béznych materialovych vlastnosti. Vétsina informaci je prevzata
z literatury ([ 1, 1 Ja] |). Prosim, povSimnéte si, ze tyto hodnoty jsou sebrény
z nékolika zdroji a mohou byt proto nekonzistentni. U nékterych materidlii jsou uvedeny
rozsahy moznych hodnot. Pokud neni u materidlu uvedena hodnota utlumu, pak neni pro
tento materidl zndma. Hodnoty pif¢ného ttlumu (ag) nejsou v této tabulce zahrnuty, nebot se
v literatuie uvadéji velice vzacné. Hodnota pricného ttlumu je obecné nékolikanasobné veétsi

nez hodnota longitudinalniho dtlumu.

Néazev Hustota (kg/m3) | ¢ (m/s) ca (m/s) a (np/N)
KOVY

Hlinik 2700 6320 3130 0.0003
Vizmut 9800 2180 1100

Kost, tibia 1900 4000 1970 0.64
Mosaz 8400 4400 2200

Kadmium 8600 2780 1500

Litina 6900-7300 3500-5800 | 2200-3200

Konstantan 8800 5240 2640

Med 8900 4700 2260

Zlato 19300 3240 1200

Ocel 7700 5960 3260 0.003
Olovo 11400 2160 700

Horcik 1700 5770 3050

Mangan 8400 4660 2350

Rtut 13600 1450 -

Nikl 8800 5630 2960
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Platina 21400 3960 1670

Stiibro 10500 3600 1590

Cin 7300 3320 1670

Wolfram 19100 5460 2620

Zinek 7100 4170 2410

NEKOVY

Oxid hliniku 3600-3950 9000-11000 | 5500-6500

Beton 2200 3900-4700 2300 0.2
Epoxy 1100-1250 2400-2900 1100 0.03
Tuk 920 1450 - 0.008
Sklo, 3600 4260 2560

Sklo, 2500 5660 3420

Led 900 3980 1990

Parafinovy vosk 830 2200 -

Akrylova pryskyftice (Perspex) 1180 2730 1430 0.06
MDPE 950 2300 950 0.03 (ag = 0.15)
Neoprén - 1690 - 0.15
Nylon 1100 2200 1100 0.007
Polystyrén 1060 2350 1150 0.02
Porcelan 2400 5600-6200 | 3500-3700

Kiemenné sklo 2600 5570 3520

Kémen 2500-4400 1500-2500 -

Guma, mékka 900 1480 - 0.6
Guma, vulkanizovana 1200 2300 -

Kuze 1110 1730 - 0.023
Zub (sklovina) 2900-3000 4500-6250 - 0.2
Teflon 2200 1350 550 0.12
KAPALINY

Glycerin 1260 1920 -

Jodid methylenu 3230 980 -

Motorova nafta 800 1250 -

Motorovy olej 870 1740 -

Voda 1000 1483 -
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9 Vypisy programii

9.1 Vypocet disperznich kfivek

metodou pfenosové matice

% === INPUT

fid=fopen(’disperse.dat’,’r’);
A=fscanf (fid,’%g’);

fclose(fid);

n=A(1); % pocet vrstev

ro(1)=A(2); a(1)=A(3); b(1)=A(4);

for layer=2:n-1,
ro(layer)=A(5+(layer-2)*4);
a(layer)=A(6+(layer-2)*4);
b(layer)=A(7+(layer-2)*4) ;
1(layer)=A(8+(layer-2)*4);

end

ro(n)=A(end-2); a(n)=A(end-1); b(n)=A(end);

% === END OF INPUT
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ks=[1:10:1000] *2*pi;
0s=[0.1e6:0.05e6:5e6] *2+pi;
R=zeros([length(os),length(ks)]);
index=0;
for k=ks,

k

for o=os,

% === SETUP MATRIX S

S=eye(4);

L=zeros(4);

for layer=2:n-1,
Ca=sqrt(o”2/a(layer) "2-k"2);
Cb=sqrt (0”"2/b(layer) "2-k"~2);
B=0"2-2*b(layer) "2xk"2;
ga=exp(i*Cax1(layer)) ;

gb=exp (i*Cb*1(layer));

L(1,1)=b(layer) "2xk"~2/0"2*%(ga+1/ga)+B/(2%x0"2)*(gb+1/gb) ;
L(1,2)=kx*B/(2*0"2*Ca)*(ga-1/ga)+k*b(layer) "2*Cb/0~2*(-gb+1/gb) ;
L(1,3)=k/(2*i*0"2xro(layer))*(ga+l/ga-gb-1/gb);

L(1,4)=k"~2/(2*i*0~2*ro(layer)*Ca)*(ga-1/ga)+Cb/ (2*i*o~2*ro(layer))*(gb-1/gb) ;

L(2,1)=Ca*b(layer) "2xk/o0"2*(ga-1/ga) +Bxk/(2%0~2*Cb) * (-gb+1/gb) ;

L(2,2)=B/(2%x0"2)*(ga+l/ga)+b(layer) "2xk~2/0" 2% (gb+1/gb) ;

43



L(2,3)=Ca/(2*ix0o"2*xro(layer))*(ga-1/ga)+k~2/(2*i*o0~2*ro(layer) *Cb) * (gb-1/gb) ;
L(2,4)=L(1,3);

L(3,1)=ixro(layer)*Bxb(layer) "2*k/o"2x(ga+1/ga-gb-1/gb) ;
L(3,2)=ix*ro(layer)*B~2/(2*0"2*Ca) * (ga-1/ga) +2*ixro(layer)*b(layer) “4*xk~2*Cb/0"~ 2% (¢
L(3,3)=L(2,2);

L(3,4)=L(1,2);

L(4,1)=2xixro(layer)*b(layer) "4*k~2xCa/o0"2x(ga-1/ga)+i*ro(layer)*B~2/(2%0"2*Cb) * (g
L(4,2)=L(3,1);
L(4,3)=L(2,1);
L(4,4)=L(1,1);

S=Sx*L;

end

% === END OF SETUP MATRIX S

£=5(3,1)%5(4,2)-5(4,1)*S(3,2);
index=index+1;
R(index)=f;

end

end

R=real(R); R(R>0)=1; R(R<0)=-1;

pcolor(ks/2/pi,os/2/pi,R), shading flat

xlabel(’1/\lambda’)

ylabel(’£’)
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9.2 Vypocet disperznich k¥ivek

metodou globalni matice

% === INPUT

fid=fopen(’disperse.dat’,’r’);
A=fscanf (fid,’%g’);

fclose(fid);

n=A(1); % pocet vrstev

ro(1)=A(2); a(1)=A(3); b(1)=A(4);

for layer=2:n-1,
ro(layer)=A(5+(layer-2)*4);
a(layer)=A(6+(layer-2)*4);
b(layer)=A(7+(layer-2)*4) ;
1(layer)=A(8+(layer-2)*4);

end

ro(n)=A(end-2); a(n)=A(end-1); b(n)=A(end);

% === END OF INPUT

ks=[1:10:1000] *2*pi;
0s=[0.1e6:0.05e6:5e6] *2*pi;
R=zeros([length(os),length(ks)]);
index=0;
for k=ks,

k

for o=os,
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% === SETUP MATRIX S

S=zeros(4*(n-1));

for layer=1:n,
Ca=sqrt(0~"2/a(layer) "2-k"~2);
Cb=sqrt(0~"2/b(layer) "2-k"2);

B=0"2-2%b(layer) "2xk"2;

if layer==1,
Db=[ k, -Cb; ...
-Ca, -k;...
i*ro(layer)*B, 2*ixro(layer)*k*b(layer) 2+Cb;...
-2xixro(layer)*k*b(layer) “2*Ca, i*ro(layer)*B];

S(1:4,1:2)=Db;
end
if layer==n,
Dt=[ k, Cb; ...
Ca, -k;...
i*xro(layer)*B, -2*xixro(layer)x*kx*b(layer) "2*Cb;...
2xixro(layer) *k*xb(layer) “2*Ca, i*ro(layer)*B] ;
S(end-3:end,end-1:end)=-Dt;
end
if layer>1 & layer<n,
ga=exp(ixCax1l(layer));

gb=exp (i*Cb*1(layer));
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Dt=[ K, k*ga, . ..

Cb, —-Cb*gb; . ..
Ca, -Caxga, ...
-k, -kxgb; ...
i*ro(layer)*B, i*ro(layer)*B*ga, . ..

-2*ixro(layer)*k*b(layer) "2*Cb, 2xi*ro(layer)*k*b(layer) ~2*Cb*gb;. ..

2xixro(layer)*k*b(layer) "2*Ca,-2*i*ro(layer)*k*b(layer) "2*xCax*ga, . . .

i*ro(layer)*B, i*ro(layer) *B*gb] ;
Db=[ kxga, k,...
Cb*gb, ~Cb;...
Caxga, -Ca, ...
-kxgb, -k; ...
i*ro(layer) *B*ga, i*ro(layer)*B,. ..

-2*ixro(layer)*k*b(layer) "2xCbxgb, 2xi*ro(layer)*k*b(layer) 2*Cb;...

2xixro(layer)*k*b(layer) “2*Caxga,-2*ixro(layer)*k*b(layer) "2*Ca, ...

i*ro(layer) *B*gb, i*ro(layer)*B];
row_i=4*(layer-2)+1;
col i=4x(layer-2)+3;
S(row_i :row_i+3,col_i:col_i+3)=-Dt;
S(row_i+4:row_i+7,col_i:col_i+3)= Db;
end

end

% === END OF SETUP MATRIX S

f=det (S);

index=index+1;
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R(index)=f;
end

end

R=log(abs(R));
pcolor(ks/2/pi,os/2/pi,R), shading flat
xlabel(’1/\lambda’)

ylabel(’£’)

48



9.3 Vstupni datovy soubor

Oba programy, tj. vypocet disperznich kiivek metodou prenosové matice i metodou globalni
matice, pouzivaji stejny vstupni datovy soubor. Jednd se o textovy soubor s néasledujicim

formdatem:

1. tddek: pocet vrstev, N, (Je tfeba zapocitat i obklopujici poloprostory).

2. fddek: materidlové parametry 1. vrstvy (horniho poloprostoru) v poradi:
hustota,
rychlost dilatacni viny,

rychlost pficné viny

3. taddek: materidlové parametry 2. vrstvy v poradi:
hustota,
rychlost dilatacni viny,
rychlost pficné viny,

tloustka vrstvy

N+1 fadek: materidlové parametry N-té vrstvy (dolniho poloprostoru) v poradi:
hustota,
rychlost dilatacni viny,

rychlost pricné viny

Vsechny parametry jsou v SI jednotkach.

Nésleduje ukazka obsahu vstupniho souboru pro 2 mm silnou ocelovou desku umisténou ve

vakuu (vzduchu):

3

0 1000 1000

7850 5778 3142 0.002
0 1000 1000

Vzduch (vakuum) se modeluje nulovou hustotou, jako rychlosti lze zadat libovolné nenulové

¢islo.
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