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1 Uvod

V 80-tych letech 20. stoleti se za¢inaji houfné objevovat prace, které se zabyvaji wavelety,
waveletovou transformact, waveletovymi packety apod. O co vlastné jde? Velice zjednodu-
Sené si muzeme wavelety predstavit jako funkce s ur¢itymi vlastnostmi, pomoci kterych je
mozné popisovat (podobné jako pomoci Fourierovy trigonometrické baze) nejruznéjsi pros-
tory funkei. Vznik waveletové teorie (teorie vinek) vychazi z myslenky pouzit ke konstrukei
ortonormalni baze daného prostoru vsechny celociselné translace a urcité celo¢iselné (nej-
castéji dyadické) dilatace jedné jediné funkce (tzv. mateéného waveletu). Dulezitym poza-
davkem kladenym na matecny wavelet je rychly pokles v nekonec¢nu; existuji také wavelety
s kompaktnim nosicem. Wavelety jsou tedy na rozdil od sinu a kosinu lokalizovany v pros-
toru, coz ptinasi vyhodu tidké matice waveletovych koeficientu pii reprezentaci dat.

Waveletova teorie patii mezi rychle se rozvijejici metody v fadé obor, ¢istou matematikou
pocinaje a inzenyrskymi aplikacnimi obory konce. Mezi nejpouzivanéjsi aplikace patii:

analyza signalu (hudba, fec),

e komprese signalu (audio signaly, video signaly, statické obrazy),

c¢isténi signalu (restaurace starych LP desek),

rychlé algoritmy pro maticové operace.

V predkladaném prispévku se zamérime pouze na prvni oblast, tj. analyzu signali, a to
jesté specialné na analyzu signalu spojitou waveletovou transformaci, kdy vyzadujeme
maximum informaci o signélu, ale bez nutnosti zpétné transformace.
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2 Spojita waveletova transformace

Spojitd waveletovd transformace (CWT) funkce f (¢) je popsédna vztahem

W e =gz [V )ar )

kde a > 0 a nadtrzeni oznacuje komplexné sdruzenou hodnotu. Aplikaci Parsevalovy
rovnosti na ([l) dostavame

(WF)(a,b) = Va [~ F(w) ™ (aw)d, @

kde f (w) oznacuje Fourierovu transformaci f (t) definovanou

Fw) = % | rwean (3)

Funkce v (t) se nazyva analyzujici wavelet a aby byla spojitd waveletové transformace
invertabilni musi ¢ (t) spliiovat podminku pfipustnosti:

2
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Z podminky pripustnosti vyplyvd, ze analyzujici wavelet nema stejnosmérnou slozku,
tj. ¥ (0) = 0. V praxi muze byt analyzujici wavelet povazovan za okénkovou funkci
v Case i frekvenci, pokud analyzujici wavelet ¥ (t) resp. jeho Fourierova transformace
Y (w) spliuje tyto podminky:

| P de < oo (5)
resp.
/_O:o ‘w@ (w)‘2 dw < 0. (6)

Predpoklddejme, ze Casové okénko 1 (£) mé stied pro t = 0 a frekvenéni okénko ¢ (w) pro
w = wp. Funkce ¥ ((t — b) /a) je pak rozlozena okolo t = b a jeji Fourierova transformace
axexp (—ibw) ¥ (aw) okolo w = wy/a. Z rovnic ([I) a () je ztejmé, ze (W f) (a, b) odpovida
casofrekvencni slozce f (t) v okoli t = b a w = wp/a. Jestlize jsou parametry a a b ménény
nezdvisle, poskytuje b — a rovina (Casofrekvenéni rovina) distribuci kazdé casofrekvenéni
slozky. Tedy CW'T umoznuje casofrekven¢ni analyzu.
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Podle vzorkovaci véty je pro primérenou charakterizaci nizkofrekvenc¢nich signali vyzado-
vano dostatecné Siroké casové okénko. Naopak pro uspésné stanoveni pozice vysokofrek-
venc¢nich slozek signalu na ¢asové ose je vyzadovano dostatecné 1izké casové okénko. Tyto
pozadavky CWT automaticky spliiuje, ponévadz sitka casového okénka 1 ((t —b) /a) je
umeérna parametru a, ktery je nepfimo imérny frekvenci.

Waveletova transformace se chova jako matematicky mikroskop, ktery umoznuje zkoumat
signal na ruznych urovnich rozliseni.

2.1 Vybér analyzujiciho waveletu

V literatute je uvadéno velké mnozstvi typil mateénych waveletii. Konkrétni typ je dan
predpokladanou aplikaci. Pfi analyze turbulentnich signala se ¢asto pouzivaji néasledujici
matecné wavelety: Morletuv, Maartuv (tzv. mezicky klobouk) a Pauluv wavelet [URU96].

Morlettiv wavelet je pouzivan pro analyzu pseudoperiodickych signali. Jedné se o kom-
plexni, ve spektralni oblasti velice dobte lokalizovany wavelet. Hure je ovsem lokali-
zovan v casové oblasti.

Maarav wavelet je velmi casto pouzivan pro analyzu silné nestacionarnich signalt v me-
chanice tekutin. Vyznacuje se velmi dobrou rozliSovaci schopnosti v ¢asové oblasti,
ovsem dosti malou ve frekven¢ni oblasti. Jedna se o cisté redlny wavelet a neni
proto schopen zahrnout do vypoctu informaci o fazi signalu. Maaruv wavelet navic
vykazuje zvlnéni v oblasti konstantni frekvence i amplitudy.

Pauliv wavelet je co do lokalizace podobny Maarovu waveletu, je vSak komplexni.
Vyznacuje se velmi malou rozlisSovaci schopnosti ve frekvenéni oblasti.

Déle se zamérime pouze na Morletuv wavelet, ktery je definovan vztahem

W (t) = V2e o (gt — 7t (7)

Parametrem « lze nastavit pozadované casofrekvencni tvarovani v CWT. Na obrazku
je znazornén Morletuv wavelet pro a = 4.

Fourierovu transformaci tohoto waveletu lze vypocitat piimo, tj.

) (W) = e (7+w?)/4 (emzw2 - 1) ' ®)

7 této rovnice je okamzité patrné, ze 1Z (0) = 0 a tedy podminka piipustnosti plati. Na
obrazku B vidime, ze se Morletuv wavelet chova ve frekvencni oblasti jako komplexni
pasmovy filtr. Stfed tohoto filtru je piiblizné = rad/s (k 7 se blizi se zvétsujicim se
parametrem ).
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Obrazek 1: Morletuv wavelet: a) redlnd ¢dst, b) imagindrni ¢ast, ¢) modul a d) faze.
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Obrazek 2: Vykonové spektrum Morletova waveletu.
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V mnoha aplikacich se pouzivda modifikovana verze Morletova waveletu, kterou nazyva
Sadowsky Morletovym pseudowaveletem a Kishimoto waveletem Gaborovym [KIH+95].
Jeho obecna forma je

w (t) _ _6—t2/2+iw0t ’ (9)

kde wq je parametr, kterym muze byt nastaven stfed waveletu na vhodny rozsah frekvenci.
Obvykle se pouziva hodnota wy v rozsahu 5 az 6.

Striktné feceno, Morletiiv pseudowavelet neni analyzujicim waveletem, nebot lze ukizat,
ze nesplinuje podminku ptipustnosti. Snadno lze vypocitat, ze

/°° b () dt = 82 £ 0. (10)

—00

Vztah ([L[0) 1ze volbou wy libovolné pfiblizovat k nule. Pro wy = 5 je tento integral mensi
nez 4 x 1075, Ackoliv pseudowavelet nelze pouZzit pro rekonstrukei signélu z jeho CWT,
je docela vhodny pro ¢asofrekvenéni zobrazeni signali a je vypocetné daleko jednodussi
nez Morletuv wavelet. Napt. Fourierova transformace Morletova pseudowaveletu nabyva
mnohem jednodussiho tvaru

D) = e, (1)

2.2 Waveletova analyza zakladnich signala

K vypoctu CWT (pro Morletuv pseudowavelet) zdkladnich signéli muze byt pouzito jak
formulace v ¢asové oblasti, vztah ([l]), tak formulace ve frekvenéni oblasti, vztah (B).

Impuls

Na obrazku B je zobrazena CWT impulsu, f (t) = 0 (t — o), ktery se nachazi asi v jedné
tfetiné casové osy. Pro tento signdl je jednodussi pouzit ¢asovou formulaci a vypocist

1 to—0b
w b) = — . 12
W e = o () 12)
V idedlnim piipadé by se impuls objevil na CW'T-povrchu jako vertikalni hibet. Véjitovy
efekt na nizkych frekvencich je vysledkem specifického tvaru Morletova pseudowaveletu.

Vertikalni osa je na tomto i nasledujicich obrazcich v logaritmickém métitku s malymi
skalami (vysokymi frekvencemi) nahote.
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Obrazek 3: CWT impulzu.

Sinusova vlna

Pro komplexni sinusovou vlnu o frekvenci fo Hz, f(t) = €™, je jednodussi pouzit
frekvencni vztah, kde f (w) = v270 (w — 27 fy). Tedy

(W 1) (a,b) = V2rai) (2mafo)e . (13)

Z tohoto vztahu vyplyva, ze CWT je tvofena soucinem funkce zavislé pouze na a a funkce
zavislé pouze na b. Na obrazku [ je zobrazena CW'T sinusovych vln o tfech ruznych
frekvencich.

Frekvenéné modulovany signal

Piikladem signalu s konecnou dobou trvani a s ¢asové proménnym spektrem je linearni
kmito¢tové rozmitany (chirp) signél; tj. signél, jehoz okamzité frekvence (derivace jeho
faze) je linedrni funkeci casu. Tento signdl se ¢asto nazyva linedrné frekvenéné modulovany
(LFM) signal. V nasem piipadé ma LFM-signal tvar

f (t) _ e—at2/2+iﬁt2/2+i-yt . (14)
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Obrazek 4: CWT tii ruznych sinusovych vin.

Parametr o fidi ¢asové trvani Gaussovy obalky, 3 je koeficient linedrni zmény frekvence
a 7y je pocatecni frekvence. Na obrazku f je znazornén LFM-signal a jeho CWT.
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Obrazek 5: LFM-signél a jeho CWT.
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3 Zaveér

Vlastnosti spojité waveletové transformace ji predurcuji byt efektivnim ndastrojem pro
casofrekvencni analyzu turbulentnich signéala. Prednosti CW'T se uplatni zejména u casové
nehomogennich signalu, coz jsou v oblasti turbulence napf. signaly intermitentni povahy
nebo signaly obsahujici singularity reprezentované rozruchy ruznych skal, které casto
byvaji spojeny s koherentnimi strukturami.

Pri aplikaci CW'T na turbulentni signaly zustava stale nedoresena otazka volby mateéného
waveletu pro konkrétni aplikaci a interpretace vysledkii.
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