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1 Úvod

V 80-tých letech 20. stolet́ı se zač́ınaj́ı houfně objevovat práce, které se zabývaj́ı wavelety,
waveletovou transformaćı, waveletovými packety apod. O co vlastně jde? Velice zjednodu-
šeně si můžeme wavelety představit jako funkce s určitými vlastnostmi, pomoćı kterých je
možné popisovat (podobně jako pomoćı Fourierovy trigonometrické báze) nejr̊uzněǰśı pros-
tory funkćı. Vznik waveletové teorie (teorie vlnek) vycháźı z myšlenky použ́ıt ke konstrukci
ortonormálńı báze daného prostoru všechny celoč́ıselné translace a určité celoč́ıselné (nej-
častěji dyadické) dilatace jedné jediné funkce (tzv. matečného waveletu). Důležitým poža-
davkem kladeným na matečný wavelet je rychlý pokles v nekonečnu; existuj́ı také wavelety
s kompaktńım nosičem. Wavelety jsou tedy na rozd́ıl od sinu a kosinu lokalizovány v pros-
toru, což přináš́ı výhodu ř́ıdké matice waveletových koeficient̊u při reprezentaci dat.

Waveletová teorie patř́ı mezi rychle se rozv́ıjej́ıćı metody v řadě obor̊u, čistou matematikou
poč́ınaje a inženýrskými aplikačńımi obory konče. Mezi nejpouž́ıvaněǰśı aplikace patř́ı:

• analýza signál̊u (hudba, řeč),

• komprese signál̊u (audio signály, video signály, statické obrazy),

• čǐstěńı signál̊u (restaurace starých LP desek),

• rychlé algoritmy pro maticové operace.

V předkládaném př́ıspěvku se zaměř́ıme pouze na prvńı oblast, tj. analýzu signál̊u, a to
ještě speciálně na analýzu signál̊u spojitou waveletovou transformaćı, kdy vyžadujeme
maximum informaćı o signálu, ale bez nutnosti zpětné transformace.
∗Ing. Petr Hora, CSc., Centrum diagnostiky materiálu (plzeňská pobočka Ústavu termomechaniky
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2 Spojitá waveletová transformace

Spojitá waveletová transformace (CWT) funkce f (t) je popsána vztahem

(Wf) (a, b) =
1√
a

∫ ∞
−∞

f (t)ψ

(
t− b
a

)
dt , (1)

kde a > 0 a nadtržeńı označuje komplexně sdruženou hodnotu. Aplikaćı Parsevalovy
rovnosti na (1) dostáváme

(Wf) (a, b) =
√
a
∫ ∞
−∞

f̂ (ω) eibωψ̂ (aω)dω , (2)

kde f̂ (ω) označuje Fourierovu transformaci f (t) definovanou

f̂ (ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f (t) e−iωtdt . (3)

Funkce ψ (t) se nazývá analyzuj́ıćı wavelet a aby byla spojitá waveletová transformace
invertabilńı muśı ψ (t) splňovat podmı́nku př́ıpustnosti:

∫ ∞
−∞

∣∣∣ψ̂ (ω)
∣∣∣2

|ω|
dω <∞ . (4)

Z podmı́nky př́ıpustnosti vyplývá, že analyzuj́ıćı wavelet nemá stejnosměrnou složku,
tj. ψ̂ (0) = 0. V praxi může být analyzuj́ıćı wavelet považován za okénkovou funkci
v čase i frekvenci, pokud analyzuj́ıćı wavelet ψ (t) resp. jeho Fourierova transformace
ψ̂ (ω) splňuje tyto podmı́nky:

∫ ∞
−∞
|tψ (t)|2 dt <∞ (5)

resp.

∫ ∞
−∞

∣∣∣ωψ̂ (ω)
∣∣∣2 dω <∞. (6)

Předpokládejme, že časové okénko ψ (t) má střed pro t = 0 a frekvenčńı okénko ψ̂ (ω) pro
ω = ω0. Funkce ψ ((t− b) /a) je pak rozložena okolo t = b a jej́ı Fourierova transformace
a×exp (−ibω) ψ̂ (aω) okolo ω = ω0/a. Z rovnic (1) a (2) je zřejmé, že (Wf) (a, b) odpov́ıdá
časofrekvenčńı složce f (t) v okoĺı t = b a ω = ω0/a. Jestliže jsou parametry a a b měněny
nezávisle, poskytuje b − a rovina (časofrekvenčńı rovina) distribuci každé časofrekvenčńı
složky. Tedy CWT umožňuje časofrekvenčńı analýzu.
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Podle vzorkovaćı věty je pro přiměřenou charakterizaci ńızkofrekvenčńıch signál̊u vyžado-
váno dostatečně široké časové okénko. Naopak pro úspěšné stanoveńı pozice vysokofrek-
venčńıch složek signálu na časové ose je vyžadováno dostatečně úzké časové okénko. Tyto
požadavky CWT automaticky splňuje, poněvadž š́ı̌rka časového okénka ψ ((t− b) /a) je
úměrná parametru a, který je nepř́ımo úměrný frekvenci.

Waveletová transformace se chová jako matematický mikroskop, který umožňuje zkoumat
signál na r̊uzných úrovńıch rozlǐseńı.

2.1 Výběr analyzuj́ıćıho waveletu

V literatuře je uváděno velké množstv́ı typ̊u matečných wavelet̊u. Konkrétńı typ je dán
předpokládanou aplikaćı. Při analýze turbulentńıch signál̊u se často použ́ıvaj́ı následuj́ıćı
matečné wavelety: Morlet̊uv, Maar̊uv (tzv. mexický klobouk) a Paul̊uv wavelet [URU96].

Morlet̊uv wavelet je použ́ıván pro analýzu pseudoperiodických signál̊u. Jedná se o kom-
plexńı, ve spektrálńı oblasti velice dobře lokalizovaný wavelet. Hůře je ovšem lokali-
zován v časové oblasti.

Maar̊uv wavelet je velmi často použ́ıván pro analýzu silně nestacionárńıch signál̊u v me-
chanice tekutin. Vyznačuje se velmi dobrou rozlǐsovaćı schopnost́ı v časové oblasti,
ovšem dosti malou ve frekvenčńı oblasti. Jedná se o čistě reálný wavelet a neńı
proto schopen zahrnout do výpočt̊u informaci o fázi signálu. Maar̊uv wavelet nav́ıc
vykazuje zvlněńı v oblasti konstantńı frekvence i amplitudy.

Paul̊uv wavelet je co do lokalizace podobný Maarovu waveletu, je však komplexńı.
Vyznačuje se velmi malou rozlǐsovaćı schopnost́ı ve frekvenčńı oblasti.

Dále se zaměř́ıme pouze na Morlet̊uv wavelet, který je definován vztahem

ψ (t) =
√

2e−t
2/α2

(
eiπt − e−π2α2/4

)
. (7)

Parametrem α lze nastavit požadované časofrekvenčńı tvarováńı v CWT. Na obrázku 1
je znázorněn Morlet̊uv wavelet pro α = 4.

Fourierovu transformaci tohoto waveletu lze vypoč́ıtat př́ımo, tj.

ψ̂ (ω) = αe−α
2(π2+ω2)/4

(
eπα

2ω/2 − 1
)
. (8)

Z této rovnice je okamžitě patrné, že ψ̂ (0) = 0 a tedy podmı́nka př́ıpustnosti plat́ı. Na
obrázku 2 vid́ıme, že se Morlet̊uv wavelet chová ve frekvenčńı oblasti jako komplexńı
pásmový filtr. Střed tohoto filtru je přibližně π rad/s (k π se bĺıž́ı se zvětšuj́ıćım se
parametrem α).
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Obrázek 1: Morlet̊uv wavelet: a) reálná část, b) imaginárńı část, c) modul a d) fáze.
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Obrázek 2: Výkonové spektrum Morletova waveletu.
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V mnoha aplikaćıch se použ́ıvá modifikovaná verze Morletova waveletu, kterou nazývá
Sadowsky Morletovým pseudowaveletem a Kishimoto waveletem Gaborovým [KIH+95].
Jeho obecná forma je

ψ (t) =
1√
2π
e−t

2/2+iω0t , (9)

kde ω0 je parametr, kterým může být nastaven střed waveletu na vhodný rozsah frekvenćı.
Obvykle se použ́ıvá hodnota ω0 v rozsahu 5 až 6.

Striktně řečeno, Morlet̊uv pseudowavelet neńı analyzuj́ıćım waveletem, nebot’ lze ukázat,
že nesplňuje podmı́nku př́ıpustnosti. Snadno lze vypoč́ıtat, že

∫ ∞
−∞

ψ (t) dt = e−ω
2
0/2 6= 0 . (10)

Vztah (10) lze volbou ω0 libovolně přibližovat k nule. Pro ω0 = 5 je tento integrál menš́ı
než 4 × 10−6. Ačkoliv pseudowavelet nelze použ́ıt pro rekonstrukci signálu z jeho CWT,
je docela vhodný pro časofrekvenčńı zobrazeńı signál̊u a je výpočetně daleko jednodušš́ı
než Morlet̊uv wavelet. Např. Fourierova transformace Morletova pseudowaveletu nabývá
mnohem jednodušš́ıho tvaru

ψ̂ (ω) =
1√
2π
e−(ω−ω0)2/2 . (11)

2.2 Waveletová analýza základńıch signál̊u

K výpočtu CWT (pro Morlet̊uv pseudowavelet) základńıch signál̊u může být použito jak
formulace v časové oblasti, vztah (1), tak formulace ve frekvenčńı oblasti, vztah (2).

Impuls

Na obrázku 3 je zobrazena CWT impulsu, f (t) = δ (t− t0), který se nacháźı asi v jedné
třetině časové osy. Pro tento signál je jednodušš́ı použ́ıt časovou formulaci a vypoč́ıst

(Wf) (a, b) =
1√
a
ψ

(
t0 − b
a

)
. (12)

V ideálńım př́ıpadě by se impuls objevil na CWT-povrchu jako vertikálńı hřbet. Věj́ı̌rový
efekt na ńızkých frekvenćıch je výsledkem specifického tvaru Morletova pseudowaveletu.

Vertikálńı osa je na tomto i následuj́ıćıch obrázćıch v logaritmickém měř́ıtku s malými
škálami (vysokými frekvencemi) nahoře.
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Obrázek 3: CWT impulzu.

Sinusová vlna

Pro komplexńı sinusovou vlnu o frekvenci f0 Hz, f (t) = ei2πf0t, je jednodušš́ı použ́ıt
frekvenčńı vztah, kde f̂ (ω) =

√
2πδ (ω − 2πf0). Tedy

(Wf) (a, b) =
√

2πaψ̂ (2πaf0)ei2πf0b . (13)

Z tohoto vztahu vyplývá, že CWT je tvořena součinem funkce závislé pouze na a a funkce
závislé pouze na b. Na obrázku 4 je zobrazena CWT sinusových vln o třech r̊uzných
frekvenćıch.

Frekvenčně modulovaný signál

Př́ıkladem signálu s konečnou dobou trváńı a s časově proměnným spektrem je lineárńı
kmitočtově rozmı́taný (chirp) signál; tj. signál, jehož okamžitá frekvence (derivace jeho
fáze) je lineárńı funkćı času. Tento signál se často nazývá lineárně frekvenčně modulovaný
(LFM) signál. V našem př́ıpadě má LFM-signál tvar

f (t) = e−αt
2/2+iβt2/2+iγt . (14)
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a)

b

lo
g(

a)

b)

b

c)

b

Obrázek 4: CWT tř́ı r̊uzných sinusových vln.

Parametr α ř́ıd́ı časové trváńı Gaussovy obálky, β je koeficient lineárńı změny frekvence
a γ je počátečńı frekvence. Na obrázku 5 je znázorněn LFM-signál a jeho CWT.
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Obrázek 5: LFM-signál a jeho CWT.
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3 Závěr

Vlastnosti spojité waveletové transformace ji předurčuj́ı být efektivńım nástrojem pro
časofrekvenčńı analýzu turbulentńıch signál̊u. Přednosti CWT se uplatńı zejména u časově
nehomogenńıch signál̊u, což jsou v oblasti turbulence např. signály intermitentńı povahy
nebo signály obsahuj́ıćı singularity reprezentované rozruchy r̊uzných škál, které často
bývaj́ı spojeny s koherentńımi strukturami.

Při aplikaci CWT na turbulentńı signály z̊ustává stále nedořešena otázka volby matečného
waveletu pro konkrétńı aplikaci a interpretace výsledk̊u.
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Odkazy na internet

http://www.wavelet.org/wavelet/index.html

http://www.amara.com/current/wavelet.html

http://www.wavelet.org/

http://stat.stanford.edu/˜wavelab

http://www.wavbox.com

http://www.mathworks.com

http://www.maplesoft.com

http://www.mathematica.com


	Úvod
	Spojitá waveletová transformace
	Výber analyzujícího waveletu
	Waveletová analýza základních signálu

	Záver

