Tlusta deska - inverzni Uloha
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This paper considers the inverse problem of a point source of elastic waves in a thick
plate. Determination of the source function follows from application of a direct inverse method.
The inversion has been carried out with the time-domain signals. Results have been obtained with
the direct substitution method, the least-square inversion method and the regularization method.
Examples are shown in which the time dependence of a source is recovered from measured
waveforms.
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1. Uvod

Koncentrovana sila pisobici kolmo na povrch nekonecné tlusté desky po kone¢nou dobu vyvola
transientni vlnovy pohyb. Jestlize je znam ¢asovy prubeh této plisobici sily, mize byt vypoctena
odezva v blizkém poli metodou zobecnénych paprskit [HOR92] a odezva ve vzdaleném poli
metodou vlastnich tvari [VALS84]. Tento c¢lanek popisuje metody pro feSeni inverzniho
problému, tj. uréit ¢asovou zavislost pilisobici koncentrované kolmé sily z naméteného
transientniho signalu vertikalniho posuvu.

V naSem pfipad¢ jsme za zdroj koncentrované kolmé sily povazovali rdz malé ocelové
kuli¢ky (primér kulicky byl 5 mm, hmotnost 447 mg a kuli¢ka byla spousténa z vySky 56 mm).
Odezvu tlusté desky (tloustka 50 mm) jsme snimali v 11 mistech na hornim povrchu desky (10,
15, 20, ..., 60 cm od mista dopadu kuli¢ky) a ve 13 mistech na dolnim povrchu desky (0, 5, 10, ...,
60 cm od epicentra buzeni) Sirokopasmovym nerezonancnim snimacem s kuzelikovym
piezoelementem. Signal ze snimace byl vzorkovan 20 MHz v z4dznamniku transientnich jevl
ADAM s 10-ti bitovym rozlienim a pfenasen do pocitace. Schéma méfeni je na obr. 1. V tomto

¢lanku budeme fesit inverzni Glohu na datech z mista vzdaleného 20 cm od epicentra.
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Obr. 1 Schéma méieni.



Nameéteny prubéh vertikalniho posuvu v misté 20 cm od epicentra vyvolany razem kulicky je
uveden na obr. 2, tj. vystup systému, a teoreticky, vypocteny prubéh vertikdlniho posuvu
VtomtéZ mist¢ vyvolany koncentrovanou vertikdlni silou se skokovou casovou zavislosti
(Heaviside) je uveden na obr. 3, tj. pfechodova charakteristika systému. Pribéhy na obr. 2 a 3
jsou spolu svazény konvoluénim vztahem

u(t) =r(t) Ow(t) Os'(t),
kde u(t) je napéti na snimaci (obr. 2), r(t) je impulsni charakteristika snimace, w(t) je pfechodova

charakteristika systému tlusté desky (obr. 3) a s’(t) je ¢asova derivace budici sily. Pokud budeme

uvazovat snimac za idealni, mizeme vyse uvedenou rovnici psat ve zjednoduseném tvaru
u(t) =w(t)os'(t),

jehoz integralni reprezentace je
t
u(t) = Ivv(t -7)s(r)dr.
0

Nasim ukolem je vytesit tuto integralni rovnici pro neznamou budici silu s(t). K vyfeSeni tohoto
inverzniho problému pouZijeme postupné tii piimé inverzni metody: pifimou substitu¢ni metodu,
metodu zaloZzenou na metod¢ nejmensich ¢tvercii a metodu vyuzivajici regulariza¢ni metody pro

feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic.
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Obr. 2 Nameéieny prubeh vertikalniho posuvu vyvolany razem kulicky.
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Obr. 3 Vypocteny pribéh vertikalniho posuvu vyvolany skokovou silou.

2. Pfima substitu¢ni metoda

Pfima substituéni metoda - direct substitution method (DS) - je popsana napi. v [KO67].
Diskretizaci konvolu¢niho integralu dostaneme vztah pro diskrétni konvoluci

u=AM%Yw_.,s ;n=123..,N,
JZ J J
kde N je délka posloupnosti {w} a {u}, a ktery piedstavuje n linedrnich algebraickych rovnic

0, = Bt(ws)
u, = At(Wzsi + Wlsz)
U, = At(ws +ws, +wis))

u, = At(WnSl TWaS, +e WS, Wlsn)
V maticové tvaru mizeme zapsat tuto soustavu jako

ws]=[ul/at,
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Matice [W] ma tedy vSechny svoje prvky na hlavni diagonale rovny w;, prvky na pfislusnych
diagonalach pod hlavni diagonalou jsou postupné W,, W,, ..., W, a prvky nad hlavni diagonalou
jsou nulové. Reseni vyse uvedené maticové rovnice pro [S] je potom

[s]=w]"u]rat

Lze ukazat, ze [W]‘l ma stejny tvar jako [W] tj.
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a prvky inverzni matice W 1ze vypocist ze vztahi
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Jak jsme vSak zjistili, matice [W] sestavend na zakladé naSich dat (obr.2 a 3) je Spatné

podminéna, coz dokazuji také hodnoty singularnich ¢isel, které jsou vykresleny v logaritmickém

méfitku (setfidény podle klesajici velikosti) v obr. 4. Z tohoto obrazku je dale patrno, ze ¢islo
podminénosti (pomér nejvétstho a nejmensiho singularniho ¢isla) matice [W] je tadu 10%.



Vysledky ziskané inverzi jsou proto nepouzitelné. Pro ilustraci je pribéh budici sily S(t) ziskany
touto metodou uveden na obr. 5. Stejny vysledek by poskytla i funkce deconv v MATLABU,

ktera je urcena pro dekonvoluci a ktera je zaloZena na metod¢ dlouhého déleni.
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Obr. 4 Hodnoty singularnich ¢isel (setfidény podle klesajici velikosti).
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Obr. 5 Prubéh budici sily s(t) ziskany DS metodou.

3. Metoda zalozena na metod¢ nejmensich ctvercli

Inverzni metoda zaloZena na metodé nejmensich ¢tvercu - least square inversion method (LSI) -
je popsana napt. v [PAO85]. Pfi odvozovani této metody vyjdeme opét ze vztahu pro diskrétni
konvoluci

u, :AtZWn_jﬂs’j 'n=123,...,N,
J:

kde N je délka posloupnosti {w} a {u}. Oznacime-li odhad budici sily jako § (délka posloupnosti
{8} je K, pro které plati K<N), mizeme pro odhad napéti na snimaci U psat

n
a, = AtZWn_jﬂsj :
J:

Nyni predpokladejme, Zze U je nejlepsi diskrétni L, —aproximace neboli aproximace metodou

nejmensich ¢tvercd, tj. miizeme psat

p.lu0)= 3 (-0 Jgg Atgwé = min.




Z matematické analyzy je znamo, Ze nutnou podminkou pro to, aby veli¢ina p, (u, O) jako funkce

parametrii §, nabyvala minima, je splnéni rovnic

M:o k=12..3K
05, ’ T

Dosadime-li do této rovnice za p,(u,d) a vypogitame parcidlni derivace podle § , k=1,2,...,K,

budou mit vySe uvedené rovnice tvar

N

N n
Z an_kﬂwn_jﬂsj = Zunwn_kﬂ; k=12...,K.
n=l |= n=.

Tato soustava K rovnic (k=1,2,...,K) mize byt feSena pro K vzorkii posloupnosti {§< }. P
vyhodnocovani sum musime uvazit, ze § =0 pro n>K aw, =0 pro n<1. Tato dekonvolu¢ni
metoda jiz dava pouzitelné vysledky, ale jeji nevyhodou jsou problémy svolbou délky
posloupnosti {S }, tj. stanoveni &isla K. ZvétSovani &isla K nepiinasi vzdy zvySeni piesnosti
dekonvoluce. Nemdme-li piedem informaci o vhodné volb¢ K, doporucuji statistické tivahy

[RAL78] fesit soustavu rovnic postupné pro K=1,2,..., pocitat navic hodnotu

o2 = p?: (2,2)2

a pokracovat tak dlouho, dokud o} s rostoucim K vyznamné klesa. Hodnota K, po niZ
nenasleduje vyznamny pokles o7, je ze statistickych divodd vhodnym K. Priibéhy budici sily

ziskané LSI metodou pro rizné hodnoty K jsou uvedeny na obr. 6. Z téchto pribéha je patrno, Ze
optimalni volba je v naSem piipadé¢ K=100, tj. o n€co vice nez Cini Sitka budiciho impulsu
vyvolaného dopadem kulicky. Pokud zvolime K mensi (K=50), nestati se budici impuls
zrekonstruovat, nebot” k tomu nema dostate¢ny prostor. Naopak pii volbé velkého K (K=150)
dochazi ke znaénému nartstu Sumu v rekonstruovaném budicim impulsu, takze pii volbé K=200

neni jiz vysledek naprosto pouzitelny.
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Obr. 6 Prubéhy budici sily ziskané LSI metodou pro rizné hodnoty K.

4. Regulariza¢ni metoda

Inverzni metoda vyuzivajici regularizacni metody pro feseni Spatné¢ podminénych diskrétnich
uloh - regularization method (R) - je popsana napi. v [HANO92]. Pti této metodé se vyjde z piimé
substitu¢ni metody, ale k feSeni dané soustavy rovnic se vyuziva regularizacnich metod. Pro
ilustraci zde uvedeme vysledky ziskané aplikaci dvou regulariza¢nich metod: Tichonovova
regularizace a LSQR algoritmus. Vysledky inverzni tlohy feSené Tichonovovou regulariza¢ni
metodou pro rizné hodnoty regularizacniho parametru jsou uvedeny na obr.7 a vysledky

ziskané LSQR algoritmem pro rtizné pocty iteraci jsou uvedeny na obr. 8.



Obr. 7 Prubéhy budici sily ziskané R metodou (Tichonov) pro rizné hodnoty .

Obr. 8 Prub¢hy budici sily ziskané R metodou (LSQR) pro riizné pocty iteraci.
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5. Zavér

V ptispévku jsou uvedeny metody pro feSeni inverzni ulohy - uréeni ¢asové zavislosti budici sily
z namétencého signalu vertikalniho posuvu. K vyteseni tohoto inverzniho problému byly pouzity
tfi inverzni metody: pfima substituéni metoda, metoda zalozend na metod¢ nejmensich ¢tverct a
metoda vyuzivajici regularizaéni metody pro feSeni $patn€¢ podminénych diskrétnich uloh, ktera
se nam osvedcila nejvice.

Jisté odchylky od piedpokladaného pribéhu budici sily, predevsim podkmit zakoncem
impulsu, mohou byt dany: charakteristikou snimace; tim, ze snima¢ méti Casteéné i radialni
posuv; kone¢nymi rozméry snimace a nepiesnosti v geometrii. Tyto vlivy budou pfedmétem
dalSiho vyzkumu.
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