Pouziti spojité waveletové transformace
pro analyzu disperznich napét'ovych vin

P. Hora

Uvod

Analyza $ifeni vln ve strojnich konstrukcich je zdkladnim predmétem v radé
inZenyrskych problémt, jako napf. analyza odezvy konstrukce na raz,
charakterizace vibraci konstrukce, ultrazvukovd identifikace materidlovych
vlastnosti apod. Napétové viny v télesech maji ¢asto disperzni charakter, je tedy
zapottebi prozkoumat sifeni vlny ve vsech frekvencich. Z tohoto diivodu pfitahuje
pozornost mnoha vyzkumnikd ¢asofrekvencni analyza.

Mezi nejdaleZit€jsi (tj. nejpouzivanéjsi) metody dcasofrekvenéni analyzy
signalt patfi okénkovd Fourierova transformace (short-time Fourier transform),
Wigner-Villeova distribuce a waveletova transformace. V tomto ¢lanku se zaméiime
na pouziti spojité waveletové transformace pro ¢asofrekvenéni analyzu disperznich

napétovych vin v tlusté desce.

Spojita waveletova transformace
Spojita waveletové transformace (CWT) funkce f(f) je popsana

047 Ya.b) == [ £ ==, 0

kde >0 a nadtrZeni oznac¢uje komplexné sdruzenou hodnotu.
Aplikaci Parsevalovy rovnosti na (1) dostavame

(Wf)a,b) =~a | f(w)ePlaw)dw, )
kde f (w) oznacuje Fourierovu transformaci f(f) definovanou
J @)= [f(e™™ dr. ()

Funkce ((#) se nazyva analyzujici wavelet a aby byla spojitda waveletova
transformace invertabilni musi ((7) spliiovat podminku pripustnosti:



J’—“’)‘(a‘:")‘z dw<o. (4)

Z podminky pfipustnosti vyplyva, Ze analyzujici wavelet nemd stejnosmérnou
slozku, tj. (0) =0. V praxi mize byt analyzujici wavelet povazovan za okénkovou
funkci v case i frekvenci, pokud analyzujici wavelet ((f) resp. jeho Fourierova
transformace (w) spliiuje tyto podminky [7]:

| (o) dr <o 7)
reSp.
i ()| dow< oo (8)

Predpokladejme, Ze Casové okénko ((¥) ma stfed pro =0 a frekvencéni okénko
P(w) pro w=w,. Funkce Y((t—b)/a) je pak rozloZena okolo ¢ =b a jeji Fourierova
transformace [a X exp(—ibw)P(aw)] okolo w=w,/a. Z rovnic (1) a (2) je ziejmé, Ze
(Wf)a,b) odpovida casofrekvencni sloZce f(#) v okoli 1=b a w=w,/a. Jestlize
jsou parametry a a b meénény nezdvisle, poskytuje b-a-rovina (Casofrekvencni
rovina) distribuci kazdé ¢asofrekvenéni slozky. Tedy CWT umoZiiuje ¢asofrekvenéni
analyzu.

Podle vzorovaci véty je pro primérenou charakterizaci nizkofrekvenénich
signalt vyZadovano dostate¢ne Siroké casové okénko. Naopak pro uspésné
stanoveni pozice vysokofrekvencnich sloZek signdlu na casové ose je vyzadovano
dostate¢né tGzké cdasové okénko. Tyto poZadavky CWT automaticky splnuje,
poneévadz $ifka casového okénka ((f—b)/a) je Gmérnd parametru a, ktery je
nepfimo umérny frekvenci. Tento charakter CWT je uZiteCny pro analyzu
napétovych vln, které obvykle obsahuji mnoho frekven¢nich sloZek.

Vybér analyzujiciho waveletu
Jako analyzujici wavelet je casto pouzivan Morletiv wavelet, ktery je

definovany vztahem
L,U(Z) - \/Ee—zz/az (eirlz _e—n202/4)' (9)

Parametrem o lze nastavit poZadované ¢asofrekvencéni tvarovani v CWT. Na obr. 1
je zndzornén MorletGv wavelet pro a =4.
Fourierovu transformaci tohoto waveletu lze vypoditat ptimo, tj.

B(w) = e @ T (e"”““ - 1). (10)

Z této rovnice je okamzité patrné, ze (J(0) =0 a tedy podminka p¥ipustnosti plati.
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Obr. 1 Morletiv wavelet pro o =4:  a) redlnd ¢ast, b) imagindrni ¢ast,

¢) modul a d) faze.

Na obr.2 vidime, Ze se Morletav
wavelet chova ve frekven¢ni oblasti
jako komplexni pasmovy filtr. Sted
tohoto filtru je pfiblizneé m rad/s 15|
(k mse Dblizi se zvétSujicim se

20

parametrem a ). N
310
=
5 L
Obr. 2 o
Vykonové  spektrum  Morletova 0 . . L
waveletu. 0 1 2 3 4 5

m

V mnoha aplikacich se pouZivd modifikovand verze Morletova waveletu,
kterou nazyva Sadowsky Morletovym pseudowaveletem [1] a Kishimoto waveletem
Gaborovym [3]. Tento wavelet byl uspésné pouzivan pro analyzu zvuku [8] nebo
pro analyzu hudebnich nastrojt [9]. Jeho obecna forma je



W) = e (11)

kde w, je parametr, kterym mtzZe byt nastaven stfed waveletu na vhodny rozsah

frekvenci. V [9] je pro analyzu feci nebo hudby navrhovana hodnota w, v rozsahu 5
az 6.

Striktné receno, Morlettiv pseudowavelet neni analyzujicim wavelet, nebot 1ze
ukéazat, Ze nespliiuje podminku pfipustnosti. Snadno lze vypocitat, Ze

}L,U(t) dt =e 2 £0. (12)

Rovnici (12) lze volbou w, libovolné piiblizovat k nule. Pro w, =5 je tento integral

men$i nez 4x107°. Ackoliv pseudowavelet nelze pouZzit pro rekonstrukci signalu
zjeho CWT, je docela vhodny pro casofrekvenéni zobrazeni signélli, protoZze
zavazné rysy signdlu se objevi jako vzory na povrchu a MorletGv pseudowavelet je
vypocetné daleko jednodussi nez Morletliv wavelet. Napt. Fourierova transformace

vV

Morletova pseudowaveletu nabyva mnohem jednodussiho tvaru

f(w) = e, (13)
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Waveletova analyza zakladnich signala

K vypoctu CWT (pro Morlettv pseudowavelet) zdkladnich signaltt mtize byt
pouZito jak formulace v ¢asové oblasti, vztah (1), tak formulace ve frekven¢ni oblasti,
vztah (2).

¢ Impuls
Na obr. 3 je zobrazena CWT
impulsu, f(r)=0(t-1,), ktery se i

nachdzi asi v jedné tfetiné casové
osy. Pro tento signdl je jednodussi '
pouZzit ¢asovou formulaci a vypocist

(WF Xab) = %w@’%”ﬁ

V idedlnim pifipadé by se impuls
objevil na CWT-povrchu jako
vertikalni htbet. Véjifovy efekt na
nizkych frekvencich je vysledkem
specifického tvaru Morletova b
waveletu.

Vertikalni osa je na tomto i na- Obr. 3 CWT impulsu.
sledujicich obrazcich v logaritmickém

Ve

méfitku s malymi skdlami (vysokymi frekvencemi) nahote.

log(a)




¢ Komplexni sinusova vina
Pro komplexni sinusovou vlnu

o frekvend f, Hz, f(1)=¢"™, je
jednodussi pouzit frekvenéni vztah,

kde f(w)=+2m3(w-217,). Tedy
(Wf a,b) =21 (21mf, Jo .

Z tohoto vztahu vyplyva, Ze CWT je
tvofena soudinem funkce zavislé

pouze na a a funkce z4vislé pouze na
b.

Obr. 4
CWT tii riznych sinusovych vin.
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¢ Linearné frekvenéné modulovany signal

Priklad signalu s kone¢nou dobou trvani a s ¢asové proménnym spektrem je
kmitoc¢tové rozmitany (chirp) signal; tj. signdl, jehoZ okamZita frekvence (derivace
jeho taze) je linedrni funkci ¢asu; proto je tento signal casto nazyvan linedrné

frekvenéné modulovany (LFM) signdl. V nasem ptipadé ma LFM-signdl tvar

f(l) - e—mz/2+iﬂlz/2+iyt )

Parametr a 1idi casové trvani Gaussovy obdlky, [ je koeficient linedrni zmény
frekvence a y je pocatedni frekvence. Na obr.5 je znidzornén LFM-signdl a jeho

CWT.
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Obr. 5 LFM-signdl a jeho CWT.

log(a)




Waveletova analyza disperznich vin
UvaZujme dvé harmonické vilny jednotkové amplitudy a raznych frekvenci

NS

u(x,l) — e—i(klx—wlz) +e—i(k2x—wzz) , (14)

kde &, a k, jsou vlnova ¢isla. Rovnice (14) maZe byt upravena na

u(x,1) = 2 cos(Nex — A )e 774 (15)
kde

K=k +h)I2, @ =(w+w)/2, (16)
a

Dk =(h k)2, Dw=(w -w,)/2. (17)

Pokud je Aw dostate¢né malé, takZe w, Jw,, miize byt definovana fazova rychlost
¢, resp. grupova rychlost ¢, o frekvenci w, jako

c,=w. k., c,=0w/hk. (18)
CWT u(x,t) je ddna

(Wu)(x,a,b) — \/E[e—i(klx—wlb)tp(awl) +e—i(k2x—w2b)¢l(aw2) . (19)
Modul CWT je potom

|(Wu)(x,a,b)|= Na{[§(aw)T +[(aw,)]

S (20)
2 (aw, )P (aw,)cos(2kx —20wb)}"*

kde se predpoklada, ze (J(w) je redlnd funkce. Nyni uvaZujme nésledujici dva
pfipady: (a) Aw je dostate¢né malé a (b) Aw je dostatecne velké.

¢ Pripad dostate¢né malého Aw:
V tomto ptipadé u(x,r) mize byt povaZovano za vlnu s fdzovou rychlosti ¢,

a grupovou rychlosti c,. Je-li Aw dostate¢né malé, takze (J(aw,) 0@ (aw,) DP(aw,),

pak dostaneme
|(Wu)(x,a,b)| O~ 2a | (aw,)|[1+ cos(20kx = 20wbh)]" . (21)

Pokud je pouzit Morlettiv pseudowavelet, ma funkce (J(aw,) své maximum pro
a=w,/w,. Néasledné pro pevné x modul CWT dosahuje svého maxima pro
a=w,/w, a b=(Lk/Aw)x =x/c, v casofrekvencni roviné. Tedy maximum modulu

CWT odpovidd siteni vlny grupovou rychlosti ¢, pfi frekvenci w, .

¢ Pripad dostate¢né velkého Aw:
V tomto pripadé existuji pozorovatelné staciondrni vibra¢ni slozky dvou

harmonickych s frekvencemi w, a w,. Je-li pouzit Morletiv pseudowavelet, je



funkce ¢, (aw) rozloZena v okoli w=w,/a. Je-li Aw dostate¢né velké, takze
g (aw)P, (aw,) 00, pak dostaneme

|(Wu)(x,a,6)| ONa{[@, (@w)T +[@, (@)} (22)

Z toho vyplyva, Ze modul CWT obsahuje dvé Spicky pro a=w,/w, a a=w,/w,.
Tedy dvé frekvenéni slozky jsou reprezentovdny jako dvé separdtni Spicky
v Casofrekvenéni rovine.

Piiklad: CWT vin v tlusté desce

Na obr.5 je zobrazena vertikdlni vychylka povrchu desky o tloustce 5cm ve
vzdélenosti 10 cm od zdroje buzeni (dopad ocelové kulicky; primér 5 mm, doba
razu 18 ps) a jeji CWT.
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log(a)
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Obr. 5 Vertikalni vychylka povrchu desky a jeji CWT.

Na pocétku jsou patrné dvé spicky v oblasti vysokych frekvenci (pfichod P
a R-vlny), které maji charakter obraz impulz. Za nimi nésleduje vyrazna oblast
s charakterem obrazu LFM-signalu (chirp) a zbytek vypliiuje obraz ptiblizné 50 kHz
sinusovky (50 kHz odpovida &ifce budiciho pulzu).

U signdaltt vychylek prutti a tenkych desek 1ze na zakladé jejich CWT stanovit
disperzni zavislost nebo naopak ze zndmé disperzni zavislosti stanovit napf. misto
buzeni. Avsak CWT signali vychylek tlusté desky nelze pro stanoveni disperznich
zavislosti vyuZzit, nebot vychylka tlusté desky v sobé obsahuje piispevky od
nekone¢né mnoha disperznich zavislosti. Z obr.5 je ale ziejmé, Ze k disperzi



dochézi, a 1ze stanovit, kde je nejvétsi a kde signdl prechédzi v ustalené kmitani a co je
jeho pri¢innou.

CWT se dale vyuZziva pro stanoveni oblasti, které chceme upravit néslednou
waveletovou filtraci.
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Using Continuous Wavelet Transform
for Analysis of Dispersive Stress Waves

The time-frequency analysis of dispersive stress waves is reviewed. It is shown that
the wavelet transform using the Morlet pseudowavelet effectively decomposes the
strain response into its time-frequency components and that the wavelet transform
enables us to identify the dispersion relation of the group velocity.
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