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VYPOCET DISPERZNICH KRIVEK V ORTOTROPNI DESCE

P. Hora !

Uvod

Predmeétem tohoto ¢lanku je prezentace odvozeni a vysledkt disperznich kiivek v nekonecné
ortotropni tlusté desce. Znalost disperznich kiivek bude vyuzita jednak v nasledném vycisleni
vychylek na povrchu ortotropni tlusté desky pfi harmonickém buzeni, jednak v inverznim
algoritmu pro stanoveni elastickych konstant kompozitnich materiali z namétenych dat.

Kompozitni materidly se pouzivaji v fadé novych aplikaci. Zvysujici se uziti kompozit
vyzaduje nové metody testovani a inspekce. Je bezpodminecné nutné znalost zakladni povahy
vlnového §ifeni v anizotropnich materiadlech. Ultrazvukové viny mohou byt potom efektivné
pouzity pro nedestruktivni vyhodnoceni. Pochopeni vinového sifeni se stava klicovym prv-
kem v nedestruktivnim vyhodnoceni kompozitnich desek a v analyze jejich vibraci. Vyzkum
vlnového $ifeni ve volné ortotropni desce je spojeno se jmény Solie a Auld [1] a v souCasnosti
Chimenti a Nayfeh [2], Li a Thompson [3] a Rose [4].

Teorie

Uvazujme nekonec¢nou elastickou ortotropni desku, kterd ma tloustku d a jejiz norméla lezi
ve smeéru osy x3 referenéniho kartézského souradného systému, jehoz zbyvajici osy se shoduji
s hlavnimi sméry elasticity materidlu desky. Stfedni rovina desky je zvolena tak, aby se
shodovala s rovinou x5, viz obr. 1.

Obr. 1. Schéma tlohy.

Deska je zatiZena na svém hornim povrchu kolmym napétim s ¢asové harmonickym prui-
b&hem p (x1, 25) e~ na kruhové oblasti r = /22 + 22 < a, w = 27 f je Ghlové frekvence
vibraci. Dolni i horni povrch desky mimo zatézovaci plochu je volny. Okrajové podminky
pro tento problém mohou byt zapsany jako:
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o33 = p(T1,22) € prozg =d/2, 0<r <a, (1a)
o33 =0 pro 3 =d/2, 71> a, (1b)
013 = 093 =0 pro xz3 =d/2, r >0, (1c)
013 = 093 = 033 = 0 pro x3 = —d/2, r >0, (1d)

Siteni elastickych vln v anizotropnim prostiedi popisuje nésledujici pohybové rovnice

9%uy, 9%u;
g - 2
Cigi 0z ;0 Pz 2)

kde Cjji je tenzor elastickych koeficientt, ktery lze zjednodusit na C,, (n = i, pokud
i=jan=9—(i+7), pokud i # j, obdobné pro m) a kde u; (i = 1,2, 3) jsou slozky vektoru
vychylky.

Pro ortotropni prostredi plati

Chn Cip Ciz 0 0 0
B Ciy 0 0 0
Ciy = Cu 0 0 3)
Sym 055 0
Ces

Pohybové rovnice pro ortotropni elastické pevné téleso tedy jsou:

82 E)ul 82 62U2 82U3 o 82U1

Cii—7—> el " Cog g 23 + 5555 922 + (C12 + Cés) 92105 + (C13 + Css) 9i0z; o (4a)
2 8 u2 (92’111 82U3 (92UQ
C! = 4b
066 o2 2+ Oyt 2 +C44 8 22 + (Ci2 + Ce6) =——5— 021029 + (Cas + Cua) 02905 Pz (4b)
8 us 8 us 82U 82u1 82’&2 32U3
= 4
Css 922 +Cu—— 922 +C33—5— 922 + (Ci3 + Css) 02025 + (Ca3 + Cuq) 029025 Pz (4c)

Nyni budeme nasledovat ¢asto uzivanou metodu (odkaz na Skalaka, tlusta deska, apod.),
pri niz se symetrické a antisymetrické zatézovani desky vzhledem k ose x3 uvazuje oddeé-
lené. To vede k méné komplikovanym vzorcim. Problém okrajovych podminek (1) mtize byt
rozdélen na dva problémy, jednak pro okrajové podminky:

o33 = p(z1, 79) e /2 pro z3 = £d/2, 0<r <a, (5a)

o33 =0 pro x3 = +d/2, r > a, (5b)

013 = 093 = 0 pro x3 = +d/2, r >0, (5¢)
a jednak pro okrajové podminky:

033 = £p (11, 2) e /2 pro 3 = £d/2, 0<r <a, (6a)

o33 =0 pro x3 = +d/2, r > a, (6b)

013 = 093 = 0 pro 3 = +d/2, r >0, (6¢)

Reseni piivodniho problému (1) se zisk4 souétem Feseni diléich problémt (5) a (6). V pro-
blému okrajovych hodnot (5) jsou vychylky u; a us sudymi funkcemi a ug je lichou funkei
soufadnice x3 (symetricky pifipad). V problému okrajovych hodnot (6) jsou vychylky wu;
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a ug lichymi funkcemi a us je sudou funkei souradnice x3 (antisymetricky p¥ipad). V dalsim
odvozovani jsou pro symetricky resp. antisymetricky pripad pouzity analogické postupy.
Pro harmonicky rozruch o frekvenci w miize byt pole vychylek vyjadieno vztahem

Up (21, T2, 73, 1) = Uy, (21, T2, 33) €. (7)

Po dosazeni vztahu (7) do rovnic (4) je zfejmé, Ze nadale mizeme vynechdvat cinitel
e~ Tedy

92U, 02U, 92U, 92U, 02U,
Cii—5—= o2 + Ces 22 + Css 922 + (Ci2 + Cis) 2,01 + (C13 + Css) Fr10z5 —w?pUr, (8a)
C 82U2 +c O°Us +C Uy + (Ci2 + Cep) O°Uy + (Cog + Cuy) ——— 0°Us U. (8b)
6655 2753 12 12 + Coe 02,01 2+ Cu) 55~ w?pUs,
82U3 0%Us 9%Us 02U, 92U,
Css——5 o2 + Cya 923 + (3 922 + (Cis + Css) 2,013 + (Cas + Caa) D005 w?pUs, (8¢c)

Déle budeme aplikovat 2-D Fourierovu transformaci (9) pfes x; a s, ¢imz zredukujeme
rovnice (8) na soustavu t¥i oby¢ejnych diferencidlnich rovnic o neznamych U, (o, 3, z3), kde
Un (o, B, z3) je Fourierova transformace U, (x1, 2, 73):

Un (o, B, 23) = / / Uy, (21,22, 23) € i(az1+Bwa) (9)

Po 2-D Fourierové transformaci nabude rovnice (8) tvaru

_ - d*U 5L du, 5
7042011[]1 - /82066U1 + 055W21 —af (Cra2 + Ces) U + i (C13 + Css) Ez = *w2pU1, (10a)
3
_ - d*U. . dU, .
—a?CelUs — °Ca2Us + Cua d9522 —af (Crz2 + Cge) Ur + i3 (Ca3 + Caa) %j = —w?pUs, (10b)
3
U dU; dUs -
- C55U3 — ,3 C44U3 + 033 + it (013 + 055) T + i (023 + 044) dis = —w2pU3, (100)

Formalni feseni této soustavy obycejnych diferencialnich rovnic lze psat jako
(U1,05,U3) = (A, B,C) e, (11)
Substituce formalniho feseni (11) do soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic (10) vede

na Christoffelovy rovnice.

—042011A€>\x3 _ﬁ2066A€>\$3 + )\2055146)@3
—a3 (C1g + Cgg) Be ™ +ia) (O3 + Css) Ce™ = —w?pAer™s, (12a)

—Oé2066B6>\z3 —52022B6>\I3 + )\2044B€>\$3
—&ﬁ (012 + 066) AGMC?’ + lﬁ)\ (023 + 044) CGAJB = —wzpBe/\x:”, (12b)

—04205506)\3:3 —6204406)&3 + )\203306)\13
—I—ZOé/\ (013 —|— 055) Ae)‘“ —f- Zﬁ)\ (023 —f- O44> BGAI?’ = —w2pCe’\m3. (12C)
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Po substituci

p1 = C11/0337 P2 = 022/033, p3 = 012/033, (133)
P4 = 044/033, Ps = 055/033, Pe = 066/033» (13b)
pr = C13/Cs3, ps = Ca3/Cs3, P9 = P3 + De, (13c)
X* = pw?/Cs, (13d)
Aig = x> — &’p1 — B°pe, (13e)
Aga = X2 - 042]96 - 52]92, (13f)
Asy = X2 - 042]?5 - 52]94, (13g)

vykraceni e’*3 a prepsani do maticového tvaru dostaneme

Nps + Asg —afBpg ia\ (pr + ps) A
—ozﬁpg )\2]?4 + A62 Zﬁ/\ (ps + p4) B = 0 (14)
iaX (pr+ps) iBA(ps+p) N+ Asg C

Leva matice je tzv. Christoffelova matice. Pokud ma mit tato homogenni soustava rovnic
netrivialni feseni, musi byt determinant Christoffelovy matice roven nule. Tedy

a A% + ap\t + az\? + ay = 0, (15)

kde a,, pron =1,2,3,4 jsou

a1 = Paps, (16a)

ay = papsAsa + psAsa + paAis + &’ps (ps + p7) + B°ps (pa + ps) (16Db)
az = psAeaAss + paAigAss + ArgAez + o (ps + p7)2 Aga + 07 (pa + P8)2 Ase

+ o?py [2 (ps + pr) (pa + ps) — po) (16¢)

ay = Asy (A16A62 - 04252293) ) (16d)

Jelikoz pro kazdé A, (n = 1,2,...,6) je determinant Christoffelovy matice roven nule

(fadky jsou linedrné zavislé), mizeme v Christoffelové matici skrtnout nap¥. posledni fadek
a zvolit C' = C,,. Tak dostaneme soustavu rovnic

l Nps + Asg —aBpg } { A } _ { —ia\ (pr +ps) Cy, (17)
—aBpg Npy + Aga B —i0X (ps + pa) C,,

Po vyfeSeni této soustavy rovnic (napf. pomoci Cramerova pravidla) dostaneme ne-
znamé A a B vyjadifeny pomoci C,,. Pouzitim principu superpozice ziskame formalni feseni
Un (o, B,23) (n = 1,2,3) pomoci Sesti neznamych koeficientu C,,

6
(01,05, U3) = > (o TV, iBATE, TE)) Cens, (18)
n=1
kde T,(Ll), Tf), 7 jsou definovany jako
TT(LI) = py (ps + ps) B° + (ps + p7) (p4>\i + A62) ; (19a)

T = po (ps + pr) @ + (pa + ps) (ps A% + Ass) , (19b)
T = (psAh + Ase) (paX;, + Aez) — o 5%p3, (19)
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Poznamka: V knize Roseho [4] i ve ¢lanku Peltse a Roseho [5] je chyba ve vztahu (19¢).

Rovnice (18) muze byt rozdélena na dvé rovnice. Jedna, kterd odpovida symetrickému
pohybu, s nezndmymi C,(n = 1,2,3), a druh4, kterd odpovid4 antisymetrickému pohybu,
s neznamymi C,(n =4,5,6, ).

3
(Uf, Us, Ugs) =2 Z (z'oz)\nTrgl) cosh \,,x3, iﬁ)\nTéz) cosh \,x3, Tf’) sinh )\nxg) Cy, (20a)

n=1

6
(07,05, 05) =2 (oM TV sinh Ays, iB0, T sinh Ayas, TS cosh Aps) C, (20D)
n=4
U,=U:+ U2, (20c)
kde U? resp. U2 jsou symetrické resp. antisymetrické ¢asti formalnfho fesen.

Z Hookova zadkona muzeme vyjadiit napéti pomoci vychylek. Aplikovani Fourierovy
transformace (10) na okrajové podminky (5) resp. (6) (ve vychylkovém tvaru) a nasledna
substituce vztahti (20a) resp. (200) vede ke tfem linedrnim rovnicim pro symetricky pfi-
pad (neznamé C,(n = 1,2,3)) a ke tfem rovnicim pro antisymetricky pfipad (nezndmé
Cn(n =4,5,6)). VyfeSenim téchto rovnic dostaneme C, (n =1,2,...,6), které dosadime do
rovnic (20a) resp. (20b). Déle provedeme zpétnou Fourierovu transformaci téchto rovnic a
seCteme symetrickou a antisymetrickou c¢ast feseni, ¢imz ziskdme vztah definujici vychylky
v libovolném bodé ortotropni desky.

Uvazujme pripad osové symetrického zatizeni

p(z1,x9) = p(r), Ty = 1 COS , Tg = rsin ¢, (21)

Un(xly T2, 1'3) = Un(T cos ¢7 7 sin Qb, l'?)) = Uo(ra ¢a ZL‘3). (22)

n

Slozky amplitud vychylek mizeme potom podle Peltse a Roseho [5] psat ve tvaru

1 o —1&r cos(¢p—
U3 dvan) =g [ [ Kl PO g,

0<¢<2r, n=1,23, (23)

K1(€7 Y5 ng) = ZFl(fa Y, I3) COos 7, (24)

K2<€> Y5 373) = ZF2(€7 s .’ﬂg) Sinﬁ)@ (25)

K3<€7 75 ZE3) = F3(£a Y, l'?))? (26)
_ F7f<€777x3) FT?<€777$3)

Fn(€77ax3) - Fs(éu;f)/) Fa(g,’)/) ) (27)

P = 0%3 i p(p)Jo(&p)pdp, (28)

kde Jo(£p) je Besselova funkce nultého fadu. F? a F; pro symetrickou ¢ast feSeni jsou
dény néasledujicimi vztahy

Fyy Fy,  Fi
Fo(&v) = | I35, 5 F3s |, (29a)
F3y F3, Fg



Fp,o= (NTM — T9) sinh (\,d/2) (29b)
Fy, = (\2T® — T¥) sinh (\,d/2) (29¢)
Fy, = M (T + pr TV cos® ¢ + ps TP k? sin® ¢) cosh (M,d/2) (29d)

Fyy Fy Fis
Flj(éa 7 LCg) = F281 F282 F283 ) k = 17 27 37 (296)

sk sk sk
31 32 33

50 = AT cosh(X,z3), (29f)
2 = X\, T cosh(Anz3), (29g)
5w = TV sinh(\,z3), n=1,2,3. (29h)

F? a F, pro antisymetrickou c¢ast feseni jsou obdobné, jen se zméni index s na a a sinh
je nahrazen cosh a naopak.

Fs(&,v) = 0 resp. F,(&,v) = 0 jsou hledané disperzni zavislosti.

Vypocéty
Jako ortotropni material byl zvolen jednosmérné vyztuzeny uhlikovy kompozit, ktery mé Cj;
v nasledujicim tvaru

Cii Cio Cio 0 0 0
Co Co—2Cy 0 0 0
B Cy 0 0 0
Cij = Cu 0 0 (30)
sym Css O
Css

a jehoz elastické konstanty jsou uvedeny v tab. 1.

Cy, | 12820 GPa
022 14.95 GPa
044 3.81 GPa
055 6.73 GPa
012 6.90 GPa

Tab. 1 Materidlové konstanty jednosmérné vyztuzeného uhlikového kompozitu.

Uhlikovy kompozit mé tudiz pouze pét nezavislych elastickych konstant. Hustota kom-
pozitu je 1.58 kg/m?>.

Algoritmus vyhodnoceni disperznich kfivek byl naprogramovéan ve vypocetnim prostiedi
MATLAB.

Na obr. 2 a obr. 3 jsou zobrazeny disperzni kiivky pro jednosmérné vyztuzeny uhlikovy
kompozitni material s orientaci vldken 45°. Na obr. 2 jsou uvedeny symetrické mody a na
obr. 3 antisymetrické mody.
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Obr. 2. Disperzni kiivky pro jednosmérné vyztuzeny uhlikovy kompozit
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Obr. 3. Disperzni kiivky pro jednosmérné vyztuzeny uhlikovy kompozit

pro antisymetrické médy. Orientace vldken je 45°.
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Zavér

V prvni ¢asti prispévku je prezentovano odvozeni disperznich kiivek v nekonecné ortotropni
tlusté desce. Znalost disperznich kfivek je nutna pti vycisleni vychylek na povrchu ortotropni
tlusté desky a pro inverzni algoritmus stanoveni elastickych konstant kompozitnich materiala
z namétenych dat.

Ve druhé ¢asti jsou uvedeny pribéhy disperznich kfivek pro jednosmérné vyztuzeny uh-
likovy kompozit pro symetrické i antisymetrické médy. Za povsimnuti stoji vyrazna plata
v disperznich ktivkach, ktera se vyskytuji pouze v nékterych smérech vyztuzujicich uhliko-
vych vldken.
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DISPERSION CURVES IN A THICK ORTHOTROPIC PLATE

Composite materials are used in a variety of new applications. The increased use of com-
posites requires new methods of testing and inspection. Ultrasonic waves can be effectively
used for nondestructive evaluation. Understanding wave propagation becomes critical in the
nondestructive evaluation of composites plates and in the analysis of their dynamic vibra-
tions. A detailed expressions for the dispersion equations of an infinite orthotropic plate is
considered. Dispersion curves are presented for the unidirectional composite. The results will
be used to understand and to expand the use of acousto-ultrasonic testing in nondestructive
evaluation.



