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ELASTICKE VLNY V ANIZOTROPNICH DESKACH
Petr HORA, Olga CERVENA !

Abstract. ELASTIC WAVES IN ANISOTROPIC PLATES. Contribution
deals with description of general solution procedure of wave propagation in
unbounded media, on the surface of a half-space and in an infinitely wide
plate for anisotropic material. The algorithms of solution procedure for all
of these cases are presented here.
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1. UvoD

Na zacatku uvedeme kratky souhrn rovnic elastodynamiky ([1]-[7]), na které budeme navazo-
vat v dalSim vykladu.

Pohybové rovnice: V.-T = pii — T ; = pii,

Konstitutivni vztahy: T=C-S — Ty = CijpSu, (ED)
1 1

Vztahy vychylky-deformace: S = 5{vu + (Vo)) «  Su= 3 {ugy +wp},

kde T je tenzor napéti druhého fadu, S je tenzor deformaci druhého fadu, C je tenzor elas-
tickych modull ¢tvrtého Fadu, u je vektor vychylek a p je hustota materidlu.

Napéti pres libovolny povrch s normalou n je dano: T-n « T;;n;. Obecné, napéti a vychylky
musi byt na rozhrani spojité.

Tenzor napéti T je symetricky, tj. T;; = T};. Tenzor deformaci S je taktéZz symetricky, tj.
Ski = Si- Tenzor elastickych moduldt C ma navic hlavni symetrii, tj. Cjjp = Chij. Disledkem
téchto symetrii je existence maximalné 21 nezavislych elastickych konstant pro nejanizotrop-
néjSi material. Se zvétsujici se Grovni symetrie materialu pocet nezavislych elastickych konstant
klesa, napr. 3 pro kubické krystaly a pouze 2 pro izotropni materialy.

Zkraceny zapis

Pro vypocetni Gcely je Casto jednodussi uvaZovat 6 nezavislych slozek tenzoru napéti a defor-
maci usporddanych do vektorového tvaru:

T=[Ty To Ts3 Tos=Tsy Ty =Tz Tio=Tnl",
S =[S Sy Ss3 283 =283 283 =253 255, =259]",

kde jsme pouzili inzenyrskou definici pfi¢nych deformaci (proto ten Cinitel 2 u nékterych &lend).
Déle budeme pouzivat velké dolni indexy k oznaceni zkraceného zapisu. Tedy

{ij=11—-1=1; ij=22—-1=2; 1j=33—1=3;
ij=23V32—1=4; 1j=31V13—1=5; ij=12V2l—I=6}.

!Ing. Petr Hora, CSc., RNDr. Olga Cervena, Ustav termomechaniky AV CR, Centrum diagnostiky materialu,
Veleslavinova 11, 301 14 PLZEN, hora@cdm.it.cas.cz,cervena@cdm.it.cas.cz



P. Hora, O. Cervena

Nékdy je nutné prechazet tam a zpét mezi reprezentaci tenzorovou (matice radu 3) a repre-
zentaci vektorovou (vektor o délce 6). Napt. pro ziskani slozek napéti a deformaci v jinych
soufadnych soustavach je jednodussi pouzit maticovou (tenzorovou) reprezentaci, ale jinak je
témér vzdy vyhodnéjsi pouzivat zkraceného zapisu.

Konstitutivni vztahy ve zkrdceném zapisu prejdou na

Ty C11 Ci2 C13 Ci4 Ci15 Cis Si
15 Co1 C22 C23 C24 C25 Cop Sa
T3 __|C31 C32 C33 C34 C35 C36 Sy .
= — T1 = CpsS;.
T, Cq1 C42 C43 C44 C45 C46 Sy
T5 C51 Cs2 Cs3 Csqa Cs5 Cs6 Ss
| 6| [Ce1 Ce2 Co3 Cea Ces Coe | |56 ]

2. NORMALNi MODY V NEOHRANICENEM PROSTREDI

Uvazujme nejprve homogenni neohranic¢ené linedrni elastické anizotropni prostfedi a vysSet-
fujme, zda se v ném mohou Sifit rovinné harmonické viny. V neohrani¢eném prostredi se
nemusime starat o okrajové podminky a tak nam staci splnit vySe uvedené elastodynamické
rovnice. Uvazujme rovinné harmonické viny dané nasledujicim predpisem pro vychylky

u(r,t) = Uexp {jk(l-r —vt)}, (ORHV)

kde U je vektor vychylkovych amplitud, 1 je jednotkovy vektor ve sméru Sireni viny, r =
r1€1 + Toey + xze3 je vektor pozice, k = 2m/\ je vinové Cislo, A je vinova délka a v je
fazova rychlost viny. Uhlova frekvence harmonické viny je svdzana s vinovym cislem a rychlosti
vztahem: w = kv = 27w /. Slozky e; jsou jednotkové vektory podél smérii 1,2 a 3 a symbol
j oznacuje imaginarni jednotku.

Dosazenim do vztahu (ORHV) do elastodynamickych rovnic (ED) dostaneme
Ciulil K> Uy, = pw?U;,

kterou mlizeme prepsat na
{Fik - 5ikpU2} Up =0, (ChR)

kde
Uik = Cijmlsly (ChM)

se nazyva Christoffelova matice a vztah (ChR) Christoffelova rovnice. PovS§imnéme si, Ze vztah
(ChR) pop|su1e problém vlastnich Cisel. Nezavisi na frekvenci, proto ocekdvame bezdisperzni
rovinné viny v neohrani¢eném anizotropnim prostredi.

Snadno se zjisti, Zze Christoffelova matice je symetricka a za jistych neomezujicich podminek
kladenych na elastické konstanty je pozitivné definitni. Ze spektralniho teorému pro pozitivné
definitni symetrické matice vyplyva, Ze musi existovat tfi redlné, kladné vlastni hodnoty pro
I". To znamena, Ze rychlosti fazovych vin v, které jsou druhou mocninou téchto vlastnich Cisel
délenych hustotou, budou redlné, tudiz budou reprezentovat Sifici se mddy. Vlastni Cisla se
ziskaji reSenim charakteristické rovnice

det {Fik — 5ikp122} =0. (SR)

Opét ze spektralniho teorému plyne, Ze pro kazdé vlastni &islo v(*) existuje alespon Jeden realny
vlastni vektor a mimoto miizeme vZdy najit t¥i ortogonalni vlastni vektory, které oznacime U®.
Z toho vypvaa ze v libovolném homogennim anizotropnim materidlu se podél I|bovo|neho
zvoleného sméru Sireni [ vzdy mohou smt tfi typy rovinnych harmonlckych vin. Tyto tfi vIny
budou mit rozdilné fazové rychlosti v(9 a odpovidajici vektory vychylek U budou vzijemné



Elastické viny v anizotropnich deskach

ortogonalni. Kazdy z téchto mddd se nazyva normalni méd Sifeni. Smér vektoru vychylek
nazyvame polarizacni smér (polarizace) viny. Poznamenejme vsak, ze vektor vychylek nemusi
byt obecné rovnobézny nebo kolmy ke sméru Sireni. Pokud je polariza¢ni smér viny rovnobézny
se smérem Sifeni, dostavame tzv. cCistou podélnou vinu. Viny s polarizacnim smérem kolmym na
smér Sifeni jsou cisté pricné viny. Pokud polariza¢ni sméry nejsou ani rovnobézné, ani kolmé
na smér Sireni, viny nejsou ani Cisté podélné, ani Cisté pricné. V takovych pripadech, mdd,
jehoz polarizace se nejméné |isi od sméru Sireni, se nazyva quazi-podélna vina, ostatni médy
se nazyvaji quazi-pricné viny.

2.1. Rovinné viny v neohrani¢eném izotropnim prostredi

v/v 7

Jelikoz jsou v izotropnim materidlu vSechny sméry rovnocenné, mlizeme vhodné za smér Sireni
zvolit napf. 1=ey, takze Christoffelova matice se zjednodussi na

C11 0 0
= 0 Cqq 0
0 0 Cq4

Charakteristicka rovnice bude

(c11 = pv?) (cas — pv*) (cas — pv*) = 0.

vV = = e /p,

jehoz polarizace je rovnobézna se smérem Sifeni a ktery tudiz predstavuje podélnou vinu; a dva

degenerované koreny:
v® =00 = vy = \Vew/p,

jejichz polarizace je kolma se smérem Sifeni a které tudiz predstavuji pricné viny.

Jeji t¥i koreny v jsou:

2.2. Rovinné viny v neohrani¢eném anizotropnim prostredi

V pripadé obecného anizotropniho materidlu nelze obecné pro libovolny smér Sifeni zjednodusit
charakteristickou rovnici na analyticky tvar. Je to mozné pouze pro specialni pripady Sireni
podél jistych smérl materidlové symetrie. Avsak obecné musime hledat reseni numericky.

Pri vypoctech Christoffelovy matice Ize s vyhodou pouzit nasledujici postup. Vytvorme si
matici smérovych kosinl typu 3 x6

(1, 0 0]

0 I, 0

0 0 Iy
L:

0 I3 I

Is 0 I,

1, I 0

P¥imym rozvojem lze ukazat, 7e T' = L7 CL, tj.

Ci11 Ci2 C13 Cia Ci15 Cig L 0 0

0 I, 0
L 0O 0 0 Is I Co1 C22 C23 Coa Co5 Co6 2

F:0l20l30l1
0 0 I3 lp 7 O

C31 C32 C33 C3a C35 c36| [0 O I3
Cq1 C42 C43 Cqa C45 Cyp 0 I3 Iy
C51 Cs2 C53 Csa Css5 Cs6 ls 0 4

Ce1 Ce2 Ce3 Cea Ce5 Coes| |l2 11 O
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3. ELASTICKE VLNY NA POVRCHU (POLOPROSTORU)

Studujme nyni, zda se rovinné harmonické viny mohou $ifit na povrchu poloprostoru anizotrop-
niho ale homogenniho prostredi, viz obrazek. Zde, kromé rovnic elastodynamiky (ED), mame
volnou okrajovou podminku, kterd musi byt splnéna na roviné z3 = 0.

A L3

Hledejme reseni ve tvaru
u(r,t) = U exp {jklszs} exp {jk(liz1 + loxs — vt)}, (PRHV)

kde pozadujeme, aby se vychylky zmenSovaly s hloubkou (zdporny smér x3) a aby se vektor
Sifeni omezil pouze na rovinu 1 — x3, tj. 1 = lye; +lsey. Takové viny se nazyvaji SAW (surface
acoustic waves) nebo Rayleighovy viny.

Povsimnéme si, Ze ¢len I3 neni, jak by se mohlo zdat, x3 slozka vektoru Sifeni (ktery je
omezeny na rovinu x; —x2), ale ¢len, ktery charakterizuje Gtlum vinovych amplitud s hloubkou.
To jest, hleddme tzv. nehomogenni rovinné vinové reseni. Ve skuteCnosti [3 neni svazané
s vlnovou rychlosti v. Pokud I3 = 0 nebo je ryze redlné, pak se vina nezmensuje s hloubkou
a nejedna se o SAW. Pokud je [3 komplexni, potom, aby pro z3 — —oo byla vychylka konecna,
musi byt imagindrni ¢ast [3 zaporna. Kromé toho, abychom ziskali Sifici vinovy méd, musi byt
rychlost redlnd a kladna.

Ponévadz je (PRHV) formdlné stejné jako (ORHV), pohybové rovnice se samoziejmé re-
dukuji na formalné stejnou Christoffelovu rovnici

{Ti, — dirpv®} Uy = 0, (PChR)

kde Christoffelova matice je opét dana vztahem I';, = Cjjnil;l;.
Regeni problému vlastnich ¢isel (PChR) vede na charakteristickou rovnici

det {Fik — 5ik,0122} =0, (PSR)

Bohuzel (PSR) je polynomicka rovnice 6. stupné jak pro [, tak pro v. Vyhodnéjsi je uvazovat
o ni jako o polynomické rovnici 6. stupné pro I3 a rychlost v povazovat za parametr. Budeme
povazovat rychlost v za zndmou a vyreSime polynomickou rovnici pro /3. Tim dostaneme Sest
feSeni. Z nich jsou pripustnd pouze ta reSeni, kterd maji imaginarni ¢ast zdpornou, takze viny
se zmensuji s hloubkou. Oznacme si piipustné hodnoty jako: I3, n = 1,2,3. Necht U™ jsou
odpovidajici vlastni vektory.

Mame tedy tfi mozna vinovd reSeni pro povrchovou harmonickou rovinnou vinu, kterd
nazyvame parcialni vinova reseni. Nejobecnéjsi reseni pro pole vychylek je linedrni kombinace
téchto tfi parcidlnich vinovych reseni:

3
u(r,t) = Z o, U™ exp {jklén)ﬂ?g} exp {jk(l1x1 + lbxs — vt)},
n=1

kde v, jsou vahové konstanty. Dosazenim tohoto obecného reSeni do okrajovych podminek

Tis = CiskiSki = Cistiugy = 0naxz3 =0proi =1,2,3 (POP)
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dostaneme soustavu tfi homogennich rovnic pro vahové konstanty «,

3
Ti3‘13=0 = Jjk Z Cisii anU,ﬁ”) ll(n) €xXp {jk(llﬂﬂl + laxy — ’Ut)} =0,

n=1
kde pro vhodnost znaceni definujeme l%) = [1.5. Tyto rovnice mohou byt zapsany ve tvaru
[dmn]{a} = {0}, (POPM)
kde matice d je nyni radu 3 a je definovdna jako
i = Camia U™ 1,
Netrividlni reSeni ziskame, pokud

det(dpn) = 0. (POPD)

Pokud se vy3e uvedeny determinant pro zvolené v a vypoétené I5 a U™ neblizi k nule, pak
zvolime novou rychlost a tento postup opakujeme, dokud determinant neni roven nule.

PovSimnéme si, ze povrchové viny, které hleddme (pokud néjakou najdeme), budou bez-
disperzni, protoze rovnice, které potfebujeme vyfesit pro rychlost (PSR a POPD), neobsahuji
vlnové dislo.

Algoritmus feseni povrchovych vin v obecném anizotropnim materidlu mize byt nyni stru¢né
vyjadren nasledovné:

1. Zvolit material, orientaci a smér Sireni.
2. Zvolit rychlost v.

3. Vyresit problém vlastnich isel (PChR) ziskdanim kofent polynomické rovnice 6. stupné,
kterou dostaneme z (PSR). JelikoZ se nejednd o problém kanonickych vlastnich Cisel, je
nejvhodnéjsi vytvorit polynomickou rovnici symbolicky (MATLAB nebo Mathematica).

4. Urcit pripustné koreny l:(),") se zapornou imagindrni ¢asti. Ziskat odpovidajici vlastni vek-
tory U™ . Vlastni vektory mohou byt komplexni.

5. Ovérit zda se determinant okrajovych podminek (POPD) blizi k nule.
Determinant miize byt opét komplexni, tedy kontrolovat, jak se blizi k nule modul.

6. Pokud okrajové podminky (POPD) nejsou splnény v pozadované presnosti, jit zpét do
bodu 2 a zménit rychlost v.
Jinak poznamenat akceptovatelné feseni (vg, l:(),n), um),

7. Jakmile je ziskdna mnozina (UR,lén),U(”)), kterd spliiuje jak Christoffelovu rovnici,
tak determinant okrajovych podminek, ur¢ime vdhové konstanty «,, vyreSenim rovnice
(POPM). Tim se ziska pole vychylek, ze kterého plynou viechny ostatni veli¢iny (napéti,
deformace, atd.).

Rayleighovy viny v izotropnim prostredi:
e Vektorova vychylka je celd v roviné (ne uy slozka) dané vektorem Sifeni a normalou
k povrchu (tzv. sagitalni rovina).
e Pokles ve sméru z3 dvou nenulovych slozek vychylky neni stejny.

e Slozka us je fazové zpozdéna vzhledem k slozce u; o 90° a tyto slozky nemaji stejnou
amplitudu. Z toho vyplyva, Ze vychylky jsou v sagitalni roviné eliptické.
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Rayleighovy viny v anizotropnim prostredi:
e Rayleihovy viny existuji pro kazdy smér, ale jejich rychlosti zavisi na sméru Sifeni.

e Koreny [3 mohou byt komplexni a ne jen ryze imagindrni, jako v pripadé izotropniho
prostfedi. Coz znamend, ze pokles vzhledem k x3 muze byt tlumen oscilacné.

e Vektory rychlosti energie a Sifeni nemusi byt soubézné.

e Podél jistych izolovanych sméri miize byt rychlost Rayleighovy povrchové viny vétsi
nez rychlost (quazi) pficné viny v objemovém materidlu. V okoli téchto izolovanych
smérl existuji pseudo-Rayleighovy viny, které nesplnuji zcela podminku poklesu vychylky
v nekone¢né hloubce. (Tyto pseudo-Rayleighovy viny maji vektory energie s nenulovymi
slozkami kolmymi k povrchu.)

4. ELASTICKE VLNY V DESKACH

Studujme nyni rovinné harmonické viny, které se Sifi v nekonec¢né rozlehlé desce o tloustce h,
viz obrazek. Deska miZe byt anizotropni, ale homogenni. Zde, kromé rovnic elastodynamiky
(ED), mame jesté volné okrajové podminky na dvou plochich x5 = +h/2.

L2

Opét budeme hledat Feseni ve tvaru
u(r,t) = U exp {jklszs} exp {jk(liz1 + loxs — vt)},

které popisuje Sireni nehomogenni rovinné viny rovnobézné s rovinou desky, s vychylkovou
amplitudou ménici se ve sméru tloustky desky. Opét, jako v pripadé povrchové viny, I3 neni
svazané s vinovou rychlosti v. AvSak nyni neexistuji zddnd omezeni na I3, protoze nemame
podminku dtlumu s hloubkou.

Pohybové rovnice se samozrejmé redukuji na formalné stejnou Christoffelovu rovnici
{Tix — dixpv®} Uy, = 0, (DChR)

kde Christoffelova matice je opét dana vztahem I';, = Cjjnil;l;.
Reseni problému vlastnich ¢isel (DChR) vede na charakteristickou rovnici

det {Fik — 5ik,0v2} =0, (DSR)

coz je polynomickd rovnice 6. stupné jak pro [3, tak pro v. Vyhodnéjsi je o tom uvazovat
jako o polynomické rovnici 6. stupné pro I3 s rychlosti v jako parametrem. Budeme povazovat
rychlost v za znamou a vyreSime polynomickou rovnici pro I3. Tim dostaneme Sest resSeni.
Vsechna tato feSeni jsou pripustna. Oznacme si hodnoty jako: l3"), n=1,2,...,6. Necht U™
jsou odpovidajici vlastni vektory.
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Mame tedy Sest moznych vinovych feseni pro harmonickou rovinnou vinu, ktera nazyvame
parcidlni vinova reseni. Nejobecnéjsi reseni pro vychylkové pole je linedrni kombinace téchto
Sesti parcidlnich vinovych reseni:

6
u(r,t) = Z o, U™ exp {jklé")xg} exp {jk(l1x1 + lbxs — vt)},

n=1
kde v, jsou vahové konstanty. Dosazenim tohoto obecného reSeni do okrajovych podminek
Tig = Ciglekl = Cl-gklum =0na T3 = :l:h/2 pro 1= 1, 2, 3 (DOP)

dostaneme dvé soustavy tfi homogennich rovnic pro vahové konstanty «,
3
Tisluaenj = ik Cia U 1" exp {=jk(§"R/2} exp {jk(har + bz = 1)} =0,
n=1

3
Tis|zs=n/2 = jk Z Cisn oan,g") ll(n) exp {jk(lén)h/Q} exp {jk(lyz1 + laxy —vt)} =0,
n=1

kde pro vyhodnost znaceni definujeme l§”2) = l1.9. Tyto rovnice mohou byt zapsany ve tvaru

[dmn] {a} = {0}, (DOPM)

kde matice d je nyni radu 6 a je definovdna jako

[d(1,2,3)}
[d(4,5,6)}

4029 — o g ) e, {_jkzg”)hﬂ} ,

mn

dmn -

S5 = Cypp U,in) ll(n) exp {jk:l;g")h/Z} .

Netrivialni reseni ziskame, pokud
det(d,n) = 0. (DOPD)

PovSimnéme si, Ze na rozdil od objemovych vin a povrchovych vin zavisi nyni reSeni na vinovém
Cisle k. Proto mizeme ocekdvat disperzni feSeni, kde rychlost bude nelinearni funkci frekvence.
Pokud se vyse uvedeny determinant pro zvolené v a vypoctené I3 a U™ neblizi k nule, pak
zvolime novou rychlost a tento postup opakujeme, dokud determinant neni roven nule.

Algoritmus reseni vinovodnych vin v obecné anizotropni desce mlize byt nyni stru¢né vyja-
dren takto:

1. Zvolit material, orientaci, smér Sifeni a vinové cislo.
2. Zvolit rychlost v.

3. Vyresit problém vlastnich &isel (DChR) ziskanim kofenti polynomické rovnice 6. stupné,
kterou dostaneme z (DSR). Ponévadz se nejednd o problém kanonickych vlastnich Cisel,
je nejvhodnéjsi vytvorit polynomickou rovnici symbolicky (MATLAB nebo Mathematica).

4. Urcit vsechny koreny lén) a ziskat odpovidajici vlastni vektory U™
Vlastni vektory mohou byt komplexni.

5. Ovéfit zda se determinant okrajovych podminek (DOPD) blizi k nule. Opét determinant
muiZze byt komplexni, tedy kontrolovat jak se blizi k nule modul.
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6. Pokud okrajové podminky (DOPD) nejsou splnény v poZadované presnosti, jit zpét do

bodu 2 a zménit rychlost v.
Jinak poznamenat akceptovatelné feseni (v, lén), um).

. Jakmile je ziskdna mnozina (v, 1", U™), ktera spliuje jak Christoffelovu rovnici, tak de-

terminant okrajovych podminek, uréime vahové konstanty «, vyfeSenim rovnice (DOPM).
Tim se ziska pole vychylek, ze kterého plynou vSechny ostatni veli¢iny (napéti, defor-
mace, atd.).

Tento postup je tfeba opakovat pro zvoleny rozsah vinovych cisel k. Bohuzel, pro kazdé
vinové Cislo existuje nékolik Feseni, kazdé s riiznou fazovou rychlosti.

5. ZAVERY

V prispévku je popsan obecny postup feseni Sireni vin v neohrani¢eném prostredi, na povrchu
poloprostoru a v tlusté desce pro pripad anizotropniho materidlu. Pro vSechny tyto pripady je
uveden odpovidajici algoritmus postupu reseni.

Podékovani: Pfispévek vznikl na zékladé podpory grantu cileného vjvoje a vyzkumu AV CR
¢. IBS2076356 " Ultrazvukové metody vySetfovani mechanickych vlastnosti kompozitnich ma-
teridli pouZivanych v letectvi” (feSitel Ing. M. Landa, CSc.) a zaméru UT AV CR AV0Z
2076919.
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