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Metoda parcialnich vin

Pouziva se ke studiu Sifeni napétovych vin v anizotropnich deskach.

Redeni sklddad z jednoduchych vin exponencidlniho typu, které putuji mezi
okraji desky.

Kazda parcidlni vina musi mit stejnou hodnotu k,
(kx = k = w/v, kde v je fazova rychlost viny v desce).

Redeni ma tvar
u; = explik(x +1,2)], kde j=x,y,2 a [, =k,/ks.

Substituce tohoto vztahu do Christoffelovy rovnice

Soustava tfi homogennich linedrnich rovnic pro a;, oy a a,
Netrivialni reSeni = determinant soustavy je roven nule
Polynom Zestého Fadu pro I, = Zest kotent IV, n=1,...6

Reseni odpovida Sesti dopadajicim a odrazenym vinam.



Vztahy pro parcialni viny

6
g = ZC’n ozg-n) exp {zk(az + lg”)z)} , (=9, 2).

n=1

Okrajové podminky

Tp,=Ty,=T,,=0, pro z==d.
Substituce predpokladaného reseni do okrajovych podminek

Soustava Sesti homogennich linedrnich rovnic

Koeficienty soustavy C, jsou funkcemi p, crj, w/k = v a kd.
Netrivialni reSeni = determinant soustavy je roven nule

Disperzni vztah mezi w a k



Smér Sifeni [100] , tj. ¢ =0°

Christoffelova rovnice

2
vt w0 rent® ) (o
° mn
0 e (1+18) = p? 0 oM | =0,
2 n
\ (c12 + ) B 0 ca+ e 8 — ,0U2) ol

kde o™, a?(f") a o™ jsou slozky polarizace n-té parcialni viny.



Smér Sifeni [100] , tj. ¢ =0°

Christoffelova rovnice

2
et pt 0 enrent® | fut
° mn
0 cas (1+1877) — po? 0 o™
2 n
\ (C12 + Caa) l'(zn) 0 Cqq + C11 l,(zn) — ,0112) Oé(z )

kde o™, a(yn) a o™ jsou slozky polarizace n-té parcialni viny.

Determinant soustavy se rozdéli na dvé rovnice:

(611 + Cy4 lg”)Z — ,0’02> (644 + c11 l§”>2 — ,02)2) — (612 + 644)2 lg">2 = 0,

Ca4 (1 -+ lg”>2) — pv® = 0.



* 1. rovnice — Ctyfi koreny
1 (n=1,2,3,4)

vedou na parcidlni viny typu P a SV.

Y= 1P = kvazipfiené viny
19— %W = kvazipodélné viny

* 2. rovnice — dva koreny

16 _ 6

Py — —

vedou na parcialni viny typu SH.



Symetrické a antisymetrické mody

Z okrajovych podminek volného povrchu plyne

ozx?’) lg’) + a§3))

a&l) lg) + a@)

e (zﬁj)kd) (012 oV 1 ¢y alV z,i”) (

e (lf’)kd) (012 o + ¢y ad ZS”)

nebo

te (lzl)kd> (012 aﬁé”) + c11 a(zg) lg’)) (ag}) li” -+ 9))
te (l;’%d) (012 ozg) + c11 oz(zl) 19) (ozxg) lg’) -+ S’)) ’
2
Ckggn) = —(Clg + C44)l(zn), Oézn) = C11 + C44l,gn) — ,0’02 pro n = 1,3

* 1. rovnice predstavuje disperzni zavislost pro symetrické maody,
* 2. rovnice zavislost pro antisymetrické méody.



Horizontalné polarizované médy

Z okrajovych podminek volného povrchu plyne
sin (2 lﬁf)kd) —0 = [®=Nn/2%kd pro N=0,1,2,...

* Rovnice predstavuje disperzni zavislost pro SH-mddy.



Smér Sifeni [110] , tj. ¢ = 45°

Christoffelova rovnice

2
/W + C44<1 + li«n) ) — ,002 0 (612 + 044)1271) \
2
0 c44l,(zn) 4 Cu 5 Cl2 pv2 0
2
\ ((312 + C44)l,(zn) 0 Cqq + Clll,(z S pv2)

Determinant soustavy se rozdéli na dvé rovnice:

(

n)2

DN |—

2
C44lgn) + <011 — Cu) — p’l)2 = 0.

N |—

2 2
(c11 + c12) + caa(1 + lg ) — pv2> (044 + c11 lgm — ,01)2) —(crotcu)? lg”) =0,



* 1. rovnice — Ctyfi koreny
1 (n=1,2,3,4)

vedou na parcidlni viny typu P a SV.

l(l) _ l,(zz)

b == = kvazipricné viny

19— %W = kvazipodélné viny

* 2. rovnice — dva koreny

l(z5) _ _126)

vedou na parcidlni viny typu SH.



Symetrické a antisymetrické mody

Z okrajovych podminek volného povrchu plyne

Oé(xg) l,g?)) + Oz

(ozgcl) S + oz(l)>

z z

e (zﬁ})kd) (012 oV + ¢y alV z,i”) 2

tg (lgg)kd> (612 ag;?’) + C11 0523) lg?)))

nebo
te (l)/cd) (012 ozgc3> + c11 oz(zg) lg’)) (ole) lg) + 9))
te (l;’)kd) (012 ozgcl) + c11 a,g) lg)) (af) lﬁf’> + (23)) ’
kde

- 32 pron = 1,3.
Oé(z ) — % (011 —|—012) + (344(1 + l,(z ) > — ,0’02

* 1. rovnice predstavuje disperzni zavislost pro symetrické mddy,
* 2. rovnice zavislost pro antisymetrické mody.



Horizontalné polarizované médy

Z okrajovych podminek volného povrchu plyne

z z

sin (21<5)kd> —0 = [®=Nn/2%kd pro N=0,1,2,...

* Rovnice predstavuje disperzni zavislost pro SH-mddy.



wd [10* m/s]

Disperzni krivky pro smeéry Sireni ¢ = 0° a 45°
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Libovolny smér sireni

Christoffelova rovnice

: (n)

(KA + e+ eald™ — pv? Kp (c12 + caq)lz \
2
KB (lgn) —1—1) C44-KA—pU2 0
2
\ (012 + 044)l£,n) 0 Cyq4 + Clll;n) — ,0’02)
kde
KA = —2 Sin2 qb COS2 gb ((311 — C19 — 2644),

Kp = (1 — 2 cos? gb) (€11 — €12 — 2¢44) SIN ¢ COS P.



Libovolny smér sireni

Christoffelova rovnice

2
(KA + e+ eald™ — pv? Kp (c12 + 644)l,(zn) \
2
KB (lgn) —1—1) C44-KA—pU2 0
2

\ (012 + 044)l§,n) 0 Cyq4 + Clll;n) — ,0’02)

kde

KA = —2 Sin2 gb 0082 gb ((311 — C19 — 2644),

Kp = (1 — 2 cos? gb) (€11 — €12 — 2¢44) SIN ¢ COS P.

Determinant soustavy jiz nelze rozlozit = rovnice 6. radu.
Koreny rovnice vedou na symetrické a antisymetrické mody.

SH-médy se nevyskytuji.



Symetrické médy

/\

Catg (z >1<;d) + Cptg (z >kd) + Cotg (z )kd)
Antisymetrické moédy

C4 cotg (zg”kd) 1 Cpeotg (zg?’)kd) 1 Cocotg (zfj%d) _
kde

Ca = (Clla,(zl)l,g) + C12) _oz?(f)lf) (
Cp = (011&23)@?)) + 612) _Oé(yl)lg) (

o).
04(1)): 7

g) 4 l( )) a?gl)’)lg?’) (lf) 4
g) + l( )) 04(5)125) <l<1) 4
! .

Y z z
Co = (cna(f)l?) + 612> _a?(f)lig) ( ) 4+ l( )> ozg(})lg) (l,(j) oz,(;’))_
a
K i
— B - oM = (e12 + cas) 5 pron= 1,3,5.

Ki+ pv2 — (li’” + 1) C44 pvz — C44 — C11lg«n



Mindlinova metoda oddélenych modu

zavedeni specidlnich okrajovych podminek:

T..=0, wu,=0 nebo T,..,=0, wu,=0.

Degenerace symetrickych a antisymetrickych médi
do oddélenych SV a P-mddu.

Lze pouzit pro déleni médi pri ¢ = 0° a ¢ = 45°, kdy Ize oddélit SH-maddy.



Mindlinova metoda oddélenych modu

zavedeni specidlnich okrajovych podminek:

T..=0, wu,=0 nebo T,..,=0, wu,=0.

Degenerace symetrickych a antisymetrickych médi
do oddélenych SV a P-mddu.

Lze pouzit pro déleni médi pri ¢ = 0° a ¢ = 45°, kdy Ize oddélit SH-maddy.

Zobecnéni metody
Pro 0° < ¢ < 45° pridana podminka:

Uy = 0.

Degenerace symetrickych a antisymetrickych médu
do tfi riznych oddélenych maédi.



Mindlinovy kfivky pro sméry Sifeni [100] a [110]

Z Mindlinovych okrajovych podminek

plyne

sin (2 l<1)kd) _ 0

2
nebo

sin (2 zg”)kd) — 0

Uz

=

=

0 resp.

IV = N /2kd

I®) = N /2kd

pro

pro

u, =0
N=0,1,2,...
N=0,1,2,....



Mindlinovy kfivky pro sméry Sireni 0 < ¢ < 45

Ze zobecnénych Mindlinovych okrajovych podminek

plyne

sin (2 zg})/-cd) —0 =

z

sin (2z<3>kd) 0 =

nebo

sin (2 zf,f)/-cd) —0 =

IV = Nn/2kd  pro N =0,1,2,...

I®) = Nw/2kd  pro N =0,1,2,...

I®) = Nn/2kd  pro N =0,1,2,...
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Pravidla pro sméry Sifeni 0 < ¢ < 45

Jestlize si jednotlivé krivky pro médy a oznacime indexy M =0,1,2,-- -,
pro médy b indexy N =0,1,2,--- a pro médy c indexy O =0,1,2,---, pak:

v" Symetrické mdédy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je sudé, kfivky modua b, kde IV je liché a
krivky moédu ¢, kde O je sudé.
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Jestlize si jednotlivé krivky pro médy a oznacime indexy M =0,1,2,---
pro médy b indexy N =0,1,2,--- a pro médy c indexy O =0,1,2,---

v" Symetrické mdédy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je sudé, kfivky modua b, kde IV je liché a
krivky moédu ¢, kde O je sudé.

v" Antisymetrické médy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je liché, kfivky méda b, kde N je sudé a
krivky mdédu c, kde O je liché.

, pak:
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Jestlize si jednotlivé krivky pro médy a oznacime indexy M =0,1,2,---
pro médy b indexy N =0,1,2,--- a pro médy c indexy O =0,1,2,---
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krivky modu a, kde M je sudé, kfivky médi b, kde IV je liché a
krivky moédu ¢, kde O je sudé.

v" Antisymetrické médy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je liché, kfivky méda b, kde N je sudé a
krivky mdédu c, kde O je liché.

Antisymetrické a symetrické disperzni kfivky se protinaji:

, pak:
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Jestlize si jednotlivé krivky pro médy a oznacime indexy M =0,1,2,---
pro médy b indexy N =0,1,2,--- a pro médy c indexy O =0,1,2,---, pak:

v" Symetrické mdédy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky modu a, kde M je sudé, kfivky médi b, kde IV je liché a
krivky moédu ¢, kde O je sudé.

v" Antisymetrické médy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je liché, kfivky méda b, kde N je sudé a
krivky mdédu c, kde O je liché.
Antisymetrické a symetrické disperzni krivky se protinaji:

v prisecicich dvou mdédi a, pro které jsou indexy médi M oba sudé nebo
oba liché,
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Jestlize si jednotlivé krivky pro médy a oznacime indexy M =0,1,2,---
pro médy b indexy N =0,1,2,--- a pro médy c indexy O =0,1,2,---, pak:

v" Symetrické mdédy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je sudé, kfivky modua b, kde IV je liché a
krivky moédu ¢, kde O je sudé.

v" Antisymetrické médy zacinaji pro kd = 0 stejné jako

krivky médu a, kde M je liché, kfivky moédi b, kde N je sudé a

krivky mdédu c, kde O je liché.

Antisymetrické a symetrické disperzni kfivky se protinaji:
v prisecicich dvou mdédi a, pro které jsou indexy médi M oba sudé nebo
oba liché,
v mistech, kde se protinaji moédy a s médy b, pokud jsou oba indexy M
a N sudé nebo liché. Vyjimka: antisymetrické mody neprochdzi priseciky
primky N = 0 se sudymi indexy M maodu a.



Pravidla pro sméry Sifeni 0 < ¢ < 45

Jestlize si jednotlivé krivky pro médy a oznacime indexy M =0,1,2,---
pro médy b indexy N =0,1,2,--- a pro médy c indexy O =0,1,2,---, pak:

v" Symetrické mdédy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je sudé, kfivky modua b, kde IV je liché a
krivky moédu ¢, kde O je sudé.

v" Antisymetrické médy zacinaji pro kd = 0 stejné jako

krivky médu a, kde M je liché, kfivky moédi b, kde N je sudé a

krivky mdédu c, kde O je liché.

Antisymetrické a symetrické disperzni kfivky se protinaji:
v prisecicich dvou mdédi a, pro které jsou indexy médi M oba sudé nebo
oba liché,
v mistech, kde se protinaji moédy a s médy b, pokud jsou oba indexy M
a N sudé nebo liché. Vyjimka: antisymetrické mody neprochdzi priseciky
primky N = 0 se sudymi indexy M maodu a.

Médy c se sudymi indexy O kopiruji symetrické mddy.
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Jestlize si jednotlivé krivky pro médy a oznacime indexy M =0,1,2,---
pro médy b indexy N =0,1,2,--- a pro médy c indexy O =0,1,2,---, pak:

v" Symetrické mdédy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky modu a, kde M je sudé, kfivky médi b, kde IV je liché a
krivky moédu ¢, kde O je sudé.

v" Antisymetrické médy zacinaji pro kd = 0 stejné jako
krivky médi a, kde M je liché, kfivky méda b, kde N je sudé a
krivky mdédu c, kde O je liché.
Antisymetrické a symetrické disperzni krivky se protinaji:

v prisecicich dvou mdédi a, pro které jsou indexy médi M oba sudé nebo
oba liché,

v mistech, kde se protinaji moédy a s médy b, pokud jsou oba indexy M
a N sudé nebo liché. Vyjimka: antisymetrické mody neprochdzi priseciky
primky N = 0 se sudymi indexy M maodu a.

Médy c se sudymi indexy O kopiruji symetrické mddy.

Médy c s lichymi indexy O kopiruji asymetrické mddy.
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Zaveér
Obecny princip ziskani disperznich vztah( pro nekonec¢nou tlustou

anizotropni desku s volnymi okrajovymi podminkami.

Odvozeni analytickych vztah( disperznich zavislosti pro desku
s kubickou anizotropii a orientaci (001).

Pri odvozeni analytickych disperznich vztaht byl pouzit
systém pro symbolické vypocty Maple.

Vycisleni disperznich zavislosti pro médénou desku
s vySe uvedenou orientaci pomoci Matlabu.

K odvozeni disperznich zavislosti bylo pouzito metody parcialnich vin.

Ziskané disperzni krivky byly porovnany s vysledky Mindlinovy teorie
oddélenych maodi, ktera byla zobecnéna pro libovolny smér sireni.



Moznosti pouziti:

Inverzni algoritmus pro stanoveni elastickych konstant,
Vypocet jednotlivych slozek posuvil a napéti,

Aproximace a kontrola vypoctl disperznich zavislosti
pomoci zobecnénych Mindlinovych oddélenych médi.
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